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Utamki algebraiczne.
Réwnania wymierne

Utamek algebraiczny. Skracanie i rozszerzenie
utamkéw algebraicznych

1.1. Wéréd ponizszych wyrazen znajduja sig ulamki algebraiczne. Wskaz je.

0,5x" -+8x +1 2x-5 2|x|
0,ox +ox+2 b o) X
2 X’ ) 3 ) x -8
d | Jl==— g 1=
X+2 x'—8x’+6 x4l

1.7. Wyznacz dziedzing danego ulamka algebraicznego.

9x 1 4x+2
Q) —— b) ——r— J =
Sx-10 (x+1)(5-x) X +4
3x-7 3x-5 L |
d) = &) ——— 05
9x° -81 X +2x+1 x +8
1.2. Wyznacz dziedzing danego utamka algebraicznego.
X +X+4 x+1 3x’ +8x+5
) 2 b) 3 2 c) a4
X°—5x+6 x —4x 8x" —x
x'+5 2x-7 2x* —5x+3
d —— e w7 - ) 55—
X' —9x" +x-9 x +x°-20 X =3x"+3x-1
g —7x+2 ) x-3 ) 3x' —2x+1
X +4x+5 Sx® —15x’ —5x+15 x°+3x7 —ax?

1.4. Podaj przyklad ulamka algebraicznego, ktérego dziedzing jest dany zbior.
a) R b) R - {1} c)R-{0} d) R - 10,3}

) R-{—~V2 2| ¢ R-[-V3,03] ) R-{-112.4]

e)R-{-2.3
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1.5. Oblicz wartosc danego utamka algebraicznego dla podanej obok liczby,

2 +3 b X’ —5x+6
) (2—x)(2+x)' X3 +axt+7’
2x° +1 32-x°
2 d) ———
9 o1’ ) 2x% +8x% +5x+20°

1.6. Oblicz wartos¢ danego utamka algebraicznego dla podanej obok liczby. Wynik
przedstaw w postaci a+ b\/E, gdziea, b, ceQ.

a) X ) 3J2+2 b) x+l, 1-3
x-2 xX—=2

92, 10 o EHCD) 5 5
x -3 (x—l)

1.7. Oblicz wartosc danego utamka algebraicznego dla podanej obok liczby. Wynik
przedstaw w postaci utamka o wymiernym mianowniku.

) 1, 2% b . 2

x+2’ 3(x-1)
2x° {/— 1 3
= i d ——, 31
9 X +x+1 ) X +i3

1.8. Podaj przyktad utamka algebraicznego, ktorego dziedzing jest zbior R — {0}
i ktéry dla liczby 1 przyjmuje wartos¢ 3.

1.9. Podaj przyktad utamka algebraicznego, ktérego dziedzing jest zbior R — {2, 3}
i ktory dla liczby -1 przyjmuje wartos¢ 5.

1.10. Wyznacz wszystkie wartosci m, m € R, dla ktérych dziedzing utamka alge-

braicznego jest zbidr liczb rzeczywistych.
2

X +5 X 1-2x

2o b) o2 We o piog € 5 a

X +2x+m x*+5x+9m X" +3mx+m

1.11. skréc¢ dany utamek algebraiczny. Podaj konieczne zatozenia.

3x" —15(—)()2 7(—)()13 +5(—x)lz
a) st b) T ) xm
o 2T =0 I e N e
2x 2(-x) +3x° 18x" -x

1. Utamki algebraiczne Réwnania wymierne

1.12. skro¢ dany utamek algebraiczny. Podaj konieczne zatozenia.
4x* -9

X' —4 S+x  — X =2
¥ 3xve b) 25—x° ) (3-2x)(3+2x)
2 2 _2x+1 9x’ -1
9) 4-81x Q) X X2 ) T ex 2O
Zox-2 5x—5 —6x+

1.13. Skro¢ dany utamek algebraiczny. Podaj konieczne zatozenia.

o —2x* —14x+16
a) x'—x—6 b) x°—6x+9 c) ¢
x' -4 x? +2x-15 3x? +15x—72
a 2
d) 2x* -3x-9 ) 2x* —32x ) ::x —4100)1
4x? —11x-3 3x2 +12x x* —13x% +30x

1.14. skré¢ dany utamek algebraiczny. Podaj konieczne zatozenia.

36x+3x* —3x° ) 2x” —8x7 9 3x® +2x% —3x-2
gy 22X HIX —3X L4 Z8x" X HEX —IX—<
) x’ +6x+9 3x° +6x° 2x4 -2
4 8x' —x 75x% —30x +12 x*—x?-12

- e) —/————~ —— -

4x* +2x+1 125x7 + 8 x* +8x? +15

1.15. skré¢ dany utamek algebraiczny. Podaj konieczne zatozenia.

) X} +x?—4x-4 b) x'-3x* -4 2 +x-3
X' +3x+2 2x* —8x? 4x* +4x+6
8%’ +12x7 +6x+1 e 2x* +4x-6 ) x* —8x? -9

4x® +4x* +x x*—3x* —9x+27 x* —13x? +36

1.16. Skro¢ dany ulamek algebraiczny. Podaj konieczne zatozenia.

2 3¢ (x-2)+4(x-2) b) % (3x-1)—(1-3x)x

3 2
c) 25x” +50x° —x—2

9x" -16 27x% -1 Sx? +9x -2
g 2xir2x-4 o) 216X +8 0 (x-2)' -1
X =x? +3x-3 12x* —20x -8 X —3x?

1.17. Rozszerz dane utamki tak, ab

Yy otrzymac wyrazenia o podanych mianowni-
kach. Podaj konieczne zatozenia.

3x _ —2x*
KR S 92—
9 18x X—2 2—x
d E: xX+1 2x
2 2x-8 f) =
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| 12 Rozszerz dane ulamki tak, aby otrzyma¢ wyrazenia o podanych Mianown,
kach. Podaj konieczne zalozenia.
x-1 3
3 2- b) ~——=—75 C)
X X -6x x—-2 6x° -3x

4 =

x+1 2x° +4x+2

x-2 x-x3
x+2

5
— f) ——m——=—_
) x-2 x'-8 ) X' =x+1 xP41

1.19. Rozszerz dane utamki tak, aby otrzymac wyrazenia o podanych mianown.
kach. Podaj konieczne zatozenia.

)x_'l,,‘_l ) [ —
Ve a3 ax-12 X +1 x*-3x"-4a
2 3
L - d) — =
c) x-1 )x—l

x'=3x7 +3x-1 X +4x’ -5

1.20. Rozszerz dane ulamki tak, aby otrzymac wyrazenia o podanych licznikach,
Podaj konieczne zalozenia.

a)izﬁ b)u;"z"x g 9=x _81-x
Sx xX—2 3
2 6-2x Ix-1 3" ¥’

d) == ) S—-=
x-3 x"+5

|.21. Rozszerz dane utamki tak, aby otrzymac wyrazenia o podanych licznikach.
Podaj konieczne zalozenia.

x+1

x'=3x  x'-9x 2x+3 4x* +12x+9 x'-1 x'+2x7-3
a) ———= b) ——=— 77 ) =T T

x-5 X
x-1 3x -3¢ +x-1 2x-3 8x'-27 2x+1 10x* +5x" +8x+4
d —=T"_—° e) —=""" ) == =
X 3x x+1
D’Jdéﬂ\'fé{b’d.(i f /)Ufg’.yy\c)wanfc

utamkéw algebraicznych
L.22. Wykonaj podane dzialania.
a) X301 Box

4 8

b) szﬁw.yﬁ

6
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x-7 x'+2 2431 d)‘l-sxkx"rB/le!—i)(i
0 e e -
9 5 3 15 3 2 6
E 2
(x+3)(x-2) (x-1)(x+4) (3-x)(3+x) 2(x-1) x'+1
o) - S R e 16
2 5 8 4
1.23. Wykonaj dzialania. Podaj konieczne zalozenia.
_ 2x—-7 3(x-4 x+7
a) 3 X 4 b) X _ ( ) c) 9
X+2 x+2 x-3 x-=3 x+1
X+7 4 2x-3 x+4
a1 g7 L f 22 X
X+5 Xx-5 5-x x-1 1-x
1.24. Wykonaj dzialania. Podaj konieczne zalozenia.
3x+1 x’ +3x 2x 4x-16 5-2x  3x-5
a) 2 T4 b) 3 7 3 2 c) 2 T3
x'-1 x' -1 x —8x x —8x X +4dx  x"+4x
2-2 -5 2. 2.3
d) - X X 2 e)13_3:(28:”4 f)x );_1
X'-9 9-x° x°—2x (x-3)
1.25. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zalozenia.
) X >x+1_2x+3 b) 3x-2 3‘4x+5
x-4 4-x x-4 x=2 2-x
)Zx-sﬁé_ x+1 d) 3_ii>2x+5
2x-3 2 3-2x 4x-1 1-4x
he——t . & p Al x+6 1
4 x'-1 1-x% -4 a_x >
1.26. wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.
a) 1,x1 b 3x X +2x ) > 1
x X 2 X+3 ¢ Sx x—1
X x=1
3x-1 !
d) XX e) 3 LXta X 3x+1
4 X+2 x-3 x f) -
X+2 3x
4:27. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.
x-1
- x-3 B ;
2 S 2x+1 (ZXTI)-
X" -1
v el R g x2S 2o
X+ X+3 x-1 x-4 x5 2.x
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3. wykonaj driatania. Podaj konieczne zatozenia.
1.28.

x+2 X
2 1 b) -
g =573
X X s
3x” +5x 1
5 S d 7T —3x
9 =150 (x+1)  x+1
x—
2 3
3 1 2 f) S
)’T___x 2 X+3 x+2 2
x° X -
1.29. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zafozenia.
1 3 b) X a1
) 4x* =25 -5 x+2 x—3
-2 .
J 5o 1% 243 dy g, X1
x+3 x-7 x+1 X+2
1.30. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.
xI_S_x—l b) x=2 3x +1 C) x> 13

¥ -3x x-3 2x-5 2x’—5x =1 ¥ ixe1

x-2 5x-2x ) 2 -11x  2x-1

J - : f) X -6 x+2
x =4 2x +8x x°=5x X

3 +x 3% -1

d)

1.31. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

grl3. 1 b L 11

x—=2 x x*-2x

9 x=1 x+1 x-4 d) 2x* -1 x+2 x+1

4-x2 x-2 x+2

1.32. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

x=2 N X -1 1 b) -1 X -3 1

3 f— _ o

X' —4x X' _8x+16 2x X2 —5x x*-10x+25 5-X
g2 x 1 5x a 1

2 P ——
o - a1 e X —6x+9 x-3 X +3

1. Utamki algebraiczne. Réwnania wymierne

Mnozenie i dzielenie utamkéw algebraicznych

1.33. Wykonaj mnozenie utamkéw. Podaj konieczne zatozenia.

3 X’ 1 x*—x 4 2x+2
giE 5 L g 2
x 6 X 2 x+1 8x
3 16 x—1 4x 3x—-6 5
922, SR guEs
2 x*-9 3 x*'-x x'—4 Tx

1.34. Wykonaj mnozenie utamkow. Podaj konieczne zatozenia.

) 2x-4 _ 10x b) 2x+3.2xz+12
5 X -4x+4 x*+6 4x*-9

9 -1 x-9 d) 3x° +6x° 6x-24
x?-81 x+1 x—4 9x*-36

X£+8  6x+6 9 2x* +8x x*+6x+36
3x* -3 x*—2x+4 216—-x>  x'-16

1.35. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

) 3x2+3x_x-1 ) 4x> —8x* 4x+8

X -1  6x 16X —64 x°
49-x> x+1 x x* -1 4
- = d) T 9
X" +8x+7 2x-14 2 2x°+2 3x* -3
0 5x*~20 14x+42 ( 1 f[-x 3x2-3  7x-35
7x+14 x*+x-6\ S 21 Ax2—4x—5. 2x -2

1.36. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zalozenia.

-1 X +7x+12

a) ———
X Ax-6 xX+x-2

b) xz+2x—3.x2 +4x+4
x*—4  x®+6x+9
2x* +5x—3 9x*+24x+16

32 +7x+4 4x* —1

g) S H7x+2 3 +2x-1
x*+2x+1  25x2—4
2 _ 2
g 2 ox=3 wiom

= ) 2 +9x—5 x*+4x+3
Ax"=7x-2 2x* +x—6 I TR

5x* +3x—2 2x2 +5x—3

1.37. Wykonaj dziatania, Podaj konieczne zatozenia.

3 2
i e o N S b) X +5¢ ~2x-10 2
— 2 —_—
x“ -1 x°+8x+15 -2 XZ+10X+ZS
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geose W TxE g IO XT3 3 gy . . lamninch alnsbrsiEinith
o T — 4 -11x-3 2’ 237 ;o Dziatania na ufamkach alg HCZNYC
c) -2 X - 1
g 20 -18 .
P65 ~12x-8 Bx- ) )
' s 5 0 -3r-2 t ’—Lx_x_ﬁ—l— 1.42. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.
r 2L —— X —4x-4 3x’ 6y § opes
e —_ Ax-4 2 [ 3 <1 ) 2 5o &
VT ’ a) 3| 27 :(x+1) D)Z.x.;— e
konieczne zatozenia. B 5
1 z o d) [1+—2(3-2
x| o) 1 x-2 2 ¢) | 5—— 5=2x:x") el s e
—:4:x = — x) 1
5 2 x-1 3x R
g x x° =25 4x+12
. - L. S POV f) 2— e
R f)1- = —l__ e |3 x_z"'x 3) ) x+3 x°=5x
x-1 2x=2 x x<6 36—
) 1.43. Wykonaj dziataniz. Podzj konieczne zatozenia.
Podaj konieczne zatozenia. . B 5
el 2 A
£ : x -4 x-1 5
3x - - X b c) X=L >
o) x+2 4—x* a) Ax* —Ax=1 ) 3x-6 ) 1_31
S 1 S—x 2
i 9 —81 27-9x 5 X*2 x=1 x-3 2x _ «x
; N d) x—1 E) 2 x f) x=1 x+2
) 125)(;—1_25)(‘—'51-1 —2x +7x—5 2—x x=5
i —dx x=4 1-x*
1.44. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.
1.40. Wykonaj dziztzniz. Podzj konieczne zztozenia. s 1
3-3 37-3 27 -6x X -6x+9 3) (I‘_U_EJ_L b) o 0lrdo-s 2
z) N T 6) — T P-4 1-a 1+a0) 40 a+2 2a+1 a
Sx+10 10x' -40 x ~4x-4 :
2 2 J (l_l(ll .4 d) (3 5.9 _6a
| 257 -10x-1 10x-2 9 20 ~5x-3 4x'-1 » ZJ\GTZJ — [;_ ‘EJ'az—g
o) 72 -9 Sx=15 10x-20 3x-6 ( 1) & -1 N .
6 +13x-5 3« ~20x-7 9 76 +13x-2  Tx —6x-1 ¢) SlEr—c J:—:: f) [5+£;J:La—1+zj
e T - :
4 4-x -x=5r-14 304 —19x+20 2x° —Tx-15
1.45. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.
1.41. Wykonz] dziztzniz. Podaj konieczne zatozenia. 1 & 5% 14 L .
Py 9.2 E] , 3.9 a)( 3 + ]Z ——2+a b) Ljl--———
3) A nox -8 B2 b) ¥ =5x +2x-10 x =2 a’*+o0 o+1)\a a o (a+1)(a-2)
A -%pe8 g3 ¥ %x—30 P s , .
: - da=2_]. —2a 1 9
o L5 -20715 22-10 y X <54 —4x—-20 2x+4 <) (‘”1 0_1)-[" a—l] 358 d) a+3-(a—z,a+3ﬁg]
T R R P ) W25y x+5 TP +T .
) B a -1 a 3
R et R T ES! ¥ —x -4 x +3x-10 e)( T3 o -, 3 )(o .5
o) o ——— ff ————o o ————— a’ +1 20°-8 a+1 g 3a ag+1 -
s x-3 g 2 25 o¥1 @
> 408 # +7x+10 x* =10x+
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nia. Podaj konieczne zalozenia.

) 25—03_(3*(“:*1& 3 |

1.46. wykonaj dziala

e

)1 3 40»8"az+4a44 ;Tz
2 20+6 L
= a+2 - 2): ,
\ | (a+ -a° 3 al _
a¢3)'__1¢*_];_| d)lk—ﬁ‘,‘ .2 73
I|o-gmi o o BRI e

a+3) | 073‘] ]_
D 1.47. Wykat, ze jeslia =0, to 6a: L—Z—‘ _l\T, _

2 4V ( 20 V
i1 'liGERtO[a. T
D 1.48. Wykaz, ze jes ’ | g2 + l‘ 2

\ (30°+20-1 3 20° -8 1

di ocR—{-2,1.,1,2 20°-8 1

D 1.49. Wykaz, ze jesli o€ e [ =1 o l} o
a 1

D 1.50. Wykaz, ze jeslia = R - {-2, 0, 2], to warto$¢ wyrazenia 14 a. 2 ,

2
jest stala. _1 g4

a 2a

D 1.51. Wyka, zejeslia=-bia=0ib =0, to wartos¢ wyrazenia

!

2 d b

1 o+p
b )

(30+3b) jest stala.

D152, Wykat, ze jeslia < R - {~2, 0}, to prawdziwa jest réwnosé:
(@ 1) 1 1) (a-2f+80 1
[$3)(o-ttplel e
l‘a

D 1.53, P
- WV'(BZ. ejeslio e R - {6, 3}, to zachodzi réwnosé:

i”_ﬁ (3+0)' -12¢ | 9
(3 —L |8 _a
L 9-3a \

0 +30-18 g-6

*

1. Utamki algebraiczne Réwnania wymierne

| b 1 ib -3a to 40+ 5b
D 2, ze jesli =—ib#—, —_—=
D 1.54. Wykaz, ze j Yy Tl 5 Tia—2b
lia b R {0}_0 b tc)tJ’erz b’
D . Wykaz, ze jeélia, b, c € R — i—=— ==
1.55 ykaz, ze jesli g e p

3 2
D 1.56. Wykaz, ze jeSlioa#0i b # 0 oraz %v7=20—3b, tobz;a lubab=1
a

Réwnania wymierne

1.57. Rozwigz dane réwnanie.

x_+2:0 b) 4x’ +9 _
x-2 3x+6
c) (2"‘3)(3"‘):0 d) x(x—2) _
X +9 4x’ —4x+1
e) (z)‘(i;‘;’(’gi”: D) (x=1)(x+2)(x+5) N

x* +4x-5
1.58. Rozwiaz dane réwnanie.

3 (f 727)()(2 —16) B

(x‘ —1)(x+2) _

6x—18 XZ(Xfl)
2
J M: d) x* —10x? +9 _
4x+8 I's —4x+3
3 2 2
X +6x+9 X’—4x2 =

1.59. Rozwiaz dane réwnanie.

3 2
B Rl i

-8
Y1 b) "__"\7

x' -7
3x° —x’ —6x+2 5 3
) ﬁT:O g o8 s
x* +5x

f X =3y +2
x*+8 Y

x}—x=-2

1s
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wnanie
1.60. Rozwlazdanero | : -’9.:0
-‘-§ b . >
a) ;— .
' 6
(x/l} 5-x e];:\'—l
2-X
1.61 Rozwigz dane rownanie.
i 20‘15’-25:0
-4
o 1;5-1:”1
x-1
)—L*’—-:Zx—z
2x-3 3-

4 5 1 c) L‘ 2 -1

)BX—ZV:—Z: b3 Tx-1 x+2 x-1
‘O'X2 1

d)_z__-_‘u_:l e)_——A-; =0 ] - _ :

x-3 x+ 3 -X X - X' +27 9-3x+y
1.63. Rozwiaz rownania.

1w 1 g B X w2

x=2 x+3 5 x=1 x+2 x'+x-2

x=2 x*l_xzvx612

) —-—=

x+1 3-x x'-2x-3

1i5x+4 2
X300 31 (x+1)

1.64. Rozwiaz dane rownania

1,41
X x 9
4] 2 7}=£
X+x ox x
3 4 1

pidr zadan Klas

f) Zx—l_x_x*l

3 Zakres pedstawowy
J X -
x“+3
f) x"1:X+2
X+2 x-
X' —x 4
b) ———-— =0
3x' -3 6x-6
Ix-1 2x+3
—— X —

x+2  x+2

x-1 1-x

X 2 2x+4

iy

4-x x+4 16-%

f 2 + x4 2

16x° -4 2x-1

)i‘ 2 3

x x+1 x-1

3 1 2

d) 1,0 o2 =

X +8 x -4 x'-2x+4
P, SR

1 Utamki algebraiczne Rbwmania wymierne

Zadania tekstowe prowadzgce
do réwnan wymiernych

1.65. Licznik i mianownik dodatniego utamka wlaéciwego réznig sie o 4. Wyznacz
ten ulamek wiedzac, ze jesli jego licznik zwiekszymy 0 7, @ mianownik podwoimy,

. 5
to otrzymamy liczbe réwna -

1.66. Ulamek zwykly jest liczbg dodatnig, a jego licznik jest o 1 wigkszy od mia-
nownika. Wyznacz ten ufamek wiedzac, ze réinica tego utamka i 20% jego odwrot-
nosci jest rowna 1,09.

1.67. Droge dlugosci 208 km, kierowca przejechat ze $rednig predkoscia V [lfm/h] ,
w pewnym czasie t [h|. Gdyby jechat z predkoscig o 13 km/h wieksza, wowczas
trase pokonatby w czasie o 48 minut krotszym. Oblicz V.

1.68. Turysta przeby!t pieszo 600 km. Kazdego dnia pokonywat takg sama liczbg
kilometréw. Gdyby codziennie przebywat o 10 km wigcej, bytby w drodze 0 5 dni
krocej. lle dni byl turysta w drodze?

1.69. Wiasciciel hotelu zlecit dwom zakladom krawieckim uszycie 140 zaslon.
Pierwszy zaktad miat uszy¢ 80 zaston, za$ drugi 60 zaston. W zakladzie pierwszym,
zatrudniajacym wiecej pracownikdw, szyto dziennie o 8 zaslon wigcej niz w zakla-
dzie drugim. Drugi zaktad wykonat zaméwienie w terminie, a pierwszy o 1 dzien
wezesniej niz ustalono. Ile zaston dziennie szyto w kazdym z zaktadéw?

1.70. Zaklad stolarski otrzymat zaméwienie na wykonanie 720 stotkéw. Aby zrea-
lizowac zamowienie na czas, postanowiono wykonywac dziennie jednakowa liczbe

i . 2 L
stotkéw. Po wykonaniu 665% zamowienia usprawniono produkcje tak, ze dzienna

produkcja wzrosia o 4 stolki, a zamowienie zrealizowano o 5 dni wczesniej, niz pla-
nowano. W ciggu ilu dni planowano wykona¢ zamowienie?

1.71. Pod budowe bloku na osiedlu mieszkaniowym nalezato wykopaé w okre-
slonym terminie 8000 m* ziemi. Praca zostala wykonana na 8 dni przed terminem,
gdyz ekipa robotnikéw przekraczata stale o 50 m? dzienny plan. Oblicz, w ciggu ilu
dni miafa by¢ wykonana praca i o ile procent przekraczano codziennie plan.

1.72. Trzy zespoly robotnikéw, pracujac rownoczesnie, wykonuja pewng prace
W ciggu jednego dnia. Pierwszy zesp6t wykonatby te pracg samodzielnie o jeden
dzier wezesniej niz drugi, a trzeci o 4 dni pozniej niz pierwszy. W ile dni wykonatby
tq prace kazdy z zespoldw, pracujac samodzielnie?

17
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ki wykonaly pewna pracg w Cigu 12 godzin. Gdyby PiEFWSzaw
kreta oracy.2 nastgpnie druga resztg, to potrzebowalyby na o5 .
Lazda 2 sekretarek, pracujac oddzielnie, moze wykonag te Dra:g;

1.73. Owese ‘
konalasama polows te]
dzin. W 0ggu ilu godzin
konaliby PEWN3 Prace W ciagu 12 dnj. o
racujqc razem Wy i o
1.74. Ojaec! S!;?u dniach wspolnej pracy syn ZaChorow’aL Ay
wat Jeinak fio;:xze pigciu dni do ukoniczenia pracy. W ciqgu ilu dni kazg
potrzebowal &Sz

¢ sam, moglby wykonac t§ pracg?

9C sam,
Y 2 nich
pracu)g
czarni dostarczono 2400 kg mleka o zwartosci 4% tluszcay, lle kilo.

awartosci thuszezu 12% naleiy odwirowac z tego mleka, aby
artosci 2% thuszczu?

1.75. Domle
gramow émietanki 0 Z
otrzymac mieko 0 13w

1.76. Kran A napetnia pojemnik W czasig 0b minu! kré_tszym, ni? kran 8. Jed); oby.
dwa krany odkrecimy jednoczeinie, to po!emn?k zostanie rTapelmony' W Ciagu 4 mj.
nut. lle minut potrzeba na napetnienie pojemnika przez kazdy z kranow oddzielnie;
1.77. Przez jeden z kranow woda wyplywa ze zbior‘nika, a przez drugi do niego
wplywa. Gdy otworzymy oba krany, zbiornik zos’t.an.le napelnic.my }'voda W cigeu
12 godzin. W ciggu ilu godzin pierwszy kran oprozmla p'efny‘zblormk, a drugi na-
petnia pusty zbiornik, jezeli wiadomo, ze czas napetniania zbiornika jest o godzine
krotszy od czasu jego oprozniania?

1.78. Pusty basen mozna napelni¢ woda z dwoch kranow. Jezeli otworzymy pierw-
szy kran na 5 godzin, 3 nastepnie zamkniemy go i otworzymy drugi kran na 10 go-
dzin, to basen napelni sie w 35%. Jezeli natomiast otworzymy jednoczesnie oba

, . 2 . .
krany, to basen zostanie calkowicie napetniony w ciggu 225 godzin. lle godzin

potrzeba do napelnienia calego basenu za pomoca kazdego kranu oddzielnie?

1.79. 7 miejscowoici A i B, odleglych od siebie o 330 km, wyruszyly naprzeciw
siebie po rownoleglych torach dwa pociagi. Pocigg jadacy z miejscowosci A do B wy-
Jechal o godzing wezedniej i jechal ze srednig predkoscig o 5 km/h mniejsza niz pociag
Jadacy z miejscowoici B do A. Pociggi spotkaly sie w odleglosci 180 km od miasta A.
3) Oblicz érednie predkosci obu poCiagow.

b} lle godzin jechal pociag 2 miejscowosci A do miejsca spotkania obu pociagow?

1'BQ' Dwaj roweraysci wyjechali naprzeciw siebie z miejscowosci A i 8, odleglych
°F’ *‘?b‘e 06 km. Rowerzysta jadacy 2 miejscowosci A do B wyjechal o godzing
Dozfue; I Jechal ze srednig predkoscig o 3 km/h mniejsza niz rowerzysta jadacy
£ Mmiejscowosci B do A. Rowerzyéci spotkali sie w odlegloéci 36 km od miasta A-

w j [ s =
1edz3c, ze obaj jechali 2 predkosciami wigkszymi niz 10 km/h, oblicz srednie
predkodci oby rowerzystow.

1. Utamki algebraiczne. Réwnania vaymierne 149

Funkcja homograficzna

2 ) i »
1.81. wykres proporcjonalno$ci odwrotnej y = = przesunigto o pewien wektor u
X
i otrzymano wykres funkcji, przedstawiony na ponizszym rysunku.

a) Podaj wspolrzedne wektora L;
b) Napisz wzor funkcji, ktorej wykres otrzymano.
c) Podaj dziedzing i zbior wartosci otrzymanej funkgji.
d) Oblicz miejsce zerowe tej funkdji (jesli istnieje).
)

e) Odczytaj z rysunku zbidr wszystkich argumentow, dla ktorych otrzymana funkcja
przyjmuje wartosci ujemne.

¥ ro
5 Fs E
4 +a :
I eesscscccedgee=al e S S
y=hix] \«\—3 |
=N ]
y=plx) \ '
_____ A e 1
% . "N
0l X R IR REREY
]
-2 T2 |1
I}
-3 ™3 |}
-4 r—4 :
.
.

- -4 )
1.82. Wykres funkcji y:T, gdziex#0, przesunieto réwnolegle o wektor
v =[0,2] i otrzymano wykres funkji f.
a) Napisz wzér funkcji f.
b) Podaj dziedzing i zbior wartosci funkgji f.
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Matt n\t‘wkd

funkcja f prayimuje Wartosc rowng
0

dla ktores
t, nentu J3-1.

oumen
znaci argy . rgu
J W qunki f d12 218

) oblict Wartos
’ T gdliexio’
ykres funkd! Y=y
ano wykres funkeji g- e
. 1indzine tej funkc)l.
- funkei 9 i pOda’ dz|edllnel Jdk‘ m symetrii wykresy f "
a) Napist 2 punktu, ktory jest 10 = funk Unkjig,
- wepdirzedne ' . unkcji iami
b) Poda) Wsp"":e 4ne punktow wspolnych wykresu funkeji g z osiam Uklag,
i otrz€
o) Oblicz WsP
) wspéh’lednYCh'
d) Naszkicuj wykres

przesunigto réwnolegle 0 wey
tor

83. W

1
i

i L

funkcji g i om6w wiasnosci tej funkcji.
u

1 ieto ro
84. Wykres funkcji y="1 gdziex#0, przesunigto rownolegle o Wektor
1.84. X

keji h.
;:[—4,3] i otrzymano wykres funkd)

) Napisz wzor funkeji h.

b) Podaj dziedzing i 2biér wartosci funkcji h.

4
i ; -9,2=|.
¢) Sprawd, czy do wykresu funkeji h nalezy punkt A( ; 5]

d) Wyznacz wspdtrzedne punktow wspdlnych wykresu funkcji h i wykresy funki
finiowej y = x + 7.

1.85. Wykres funkgji y=——3 przesunieto rownolegle o pewien wektor otrzyma-
X

no wykres funkeji g, ktorego Srodkiem symetrii jest punkt 5(2, —1).

a) Napisz wzér funkeji g w postaci ilorazu dwoch wielomiandw stopnia pierwszego.
Podaj dziedzing tej funkcji.

b) Oblicz wspdtrzedne punktu wspdlnego wykresu funkgji g i osi OY.

1.86. Wykres funkgji g otrzymamy, przesuwajac rownolegle wykres funkdj

a -
y:;, x#0, 0 wektor u. Oblicz i wspotrzedne wektora u.
-4
3 g(x)-* Y 3x+8 -2x+1 5x-6
g{x)=—"2= = = -
X+1 ) o(x) x12 © 9(x)= 1 d) Q(X)”_X_z

1.87, Naszkicyj v 0sobnych uktadach w

spotrzed ii:
f("):ﬁ,g(x):zx\“‘ h(x) s potrzednych wykresy funkeji .
h x+2' =~ Ktéra z funkcji . g, h nie jest funkc
ho"‘Ograﬁcznq? X+2 1.9, hnie |

;

1. Utamki algebraic i, Ré
[ it bl

— —

Wnaria viyeaicrne

1.88. Dany jest wzor funkdji homograficzne
przedziaty monotonicznosci tej funkeji,

2) f(x)‘—A— b) f("):gx;l

| f- Podaj dziedzine, zbiér wartosci oraz

x
) f{x):x_—\l x+4

T x+2

1.89. Dany jest wzér funkcji homograﬁcznej f Wyznacz arg
funkcja przyjmuje wartosc w.

2x-5
) f(X)=g 27

ument, dla ktorego ta

w=-5

w

) b) f(x‘):i—j, wW=2+1

1.90. Funkcja homograficzna f(X):2x+b gdziex=R-|-4, dla argumen-
X

+4’
tu -3 przyjmuje wartosc 5. Oblicz wspétezynnik b naszkicuj wykres funkgji f.

1.91. Na rysunku obok przedstawiony i

A

jest wykres funkcji homograficznej ‘4

g(x):Lb, gdzie x#—c. Miejscem T3

x+c ; L
zerowym funkgji g jest liczba -1. s SRS O S = P—
a) Oblicz wspétczynniki b i c. B ;_—T— 'Otﬂz —

b) Rozwiaz graficznie réwnanie ' 1

gx)=-x-1. T2

1.92. Wykres funkeji homograficznej f(x)= = _ll)o , gdzie x = —b, przecina 0§ OY
X+

. P S
W punkcie o rzednej —35. Miejscem zerowym funkdji f jest liczba -ZE,

a) Wyznacz wartosci wspétezynnikow a i b.
b) Naszkicuj wykres funkgji f.

c) Odczytaj z wykresu zbior wszystkich argumentow, dla ktor

ych funkeja f przyj-
muje wartosci niedodatnie.

1.93. Miejscem zerowym funkeji homograficznej f(x)= a;; jest liczba 3. Funk-
X+

cja f jest malejaca w przedziatach: (o0, -8), (-8, +).
a) Oblicz wartosci wspétczynnikéw a i b.

b) Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktorych funkcja f i funkcja h(x): —2x+6
Przyjmuja tg sama wartosc. X+9
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—_—
e

(”T_Z,. gdziexdorazg(ﬂ: , gdzie x =0,
x-3

1.94. pane s3 funkge: f
i g we wspolnym ukladzie wspotrzednych.

ki kresy funkcji f ) o
a) Naszkicu] wykresy w ktorych przecinaja sig wykresy funkeji f i g.

b) Oblicz wspolrzedne punktow,

w wspolnych wykresu funkcji homograficz-

Irzedne punkto 1 ;
1.95. Wyznacz wspolrzg Naszkicuj wykresy obu funkcji we wspdlnym

nej f i wykresu funkcji kwadratowej g.
ukladzie wspdlrzednych.

a) f(.\):i, gdziex = -1 oraz@(x)=-x
’ x+1

o) £(x)= 220 edriens -2 oraza(x)=(x+1) -5
: x=+2

Test sprawdzajacy do rozdziatu 1.

3x ) e
1. Driedzing ulamka algebraicznego —{ jest zbior:
x(x—
A R- 10| B.R-1{2 C.R-1{-2 D.R-1{0,2
- o-2 . ;
2. Jesli 0=2-+3, toliczba S jest rowna:
-
3 3 3
- /
P g 123 c - D.1-43
2 2 \-"3 -2
3. Po skroceniu utamka Z-X—S_h" 3, gdzie x = 3, otrzymamy wyrazenie:
—x
: 1
A -2x + Tx B.1-2x C2x-1 D. E_X

4. Po rozszerzeniu ulamka

1 1 , .
3 gdzie x = 15, otrzymano ufamek, ktorego mia-
X -

nownik jest wielomianem 2x” - 3x” + 2x - 3. Wéwczas licznik otrzymanego ulamka
jest réwny:

A 2x - 3x¢ B.x'+1 C.-3x%+ 2x D.x*-1

(3x+2)(6x-18)(3x+1)
x‘ -9
A2 B.-15 C. -1 D.0

- :
5. Suma rozwigzan rownania =0 wynosi:

1. Utamki algebraiczne Révinania wyraicrne 23
. o x-5 1
6. Rownanie ==
X +4x x

A. ma tylko jedno rozwigzanie
C. jest sprzeczne

B. ma dwa rozwiazania
D. jest tozsamosciowe

5 ) .
7. Zbiorem wartosci funkgji f(x)==-2 jest zbior:
X

A.R - {0} B.R - |5 C.R-|-2| D.R - |-2,0]

3=
8. Aby otrzymac wykres funkcji homograficznej y:——%, wystarczy wykres funk-
X»

cji f(x):é przesunac rownolegle:

A. 0 2 jednostki w lewo i 1 jednostke w dot
B. o 2 jednostki w prawo i 1 jednostke w gore
C. 0 2 jednostki w lewo i 3 jednostki w gore
D. 0 2 jednostki w prawo i 3 jednostki w do!

L , x+1
9. Funkcja f jest okreslona wzorem f(x):—a, gdzie x # 3, Wskaz zdanie
x—

fatszywe.

A. Miejsce zerowe funkdji f jest liczba ujemna.

B. Funkeja f jest rosnaca w przedziatach (-, 3), (3, +x).
C. Srodkiem symetrii wykresu funkgji f jest punkt (3, 1);

D. Wykres funkeji przecina o OY ponizej punktu 0(0, 0).

10 e liczb catkowitych nalezy do dziedziny funkcji homograficznej f(x)=2- i
x+3
dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci, bedace liczbami pierwszymi?

A. jedna B. dwie C. trzy D. cztery

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 1.

11. Wykonaj dzialania. Podaj konieczne zalozenia.

R L I [P B EE I

2x
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24 Matt’l‘\ﬂtﬂﬁffﬂ‘; — 1 Utamki algebraiczne Réwnania wymierne 25
Rozwiaz dane rownanie. 5 15. Na rysunku obok przed-
1257 +axt -3x-1 b) (X_z)z = stawiony jest fragment wy-
) ——5. 1 =0 2-x kresu funkcji homograficznej
e x 3 2 ~4x+b )
1 1 3x d) —+>=- f(x)= , gdzie x # —c.
O=—="3 a1 w1 x+1 2 X x+c
x=1 x +x+ i

Wiedzac, ze do wykresu funk-

) x+3 - X Ax-3 f)g)( ——;E:a_—% cjifnaleiypunktA(d, -6):
o2 x -4 2-X a) wyznacz wspolczynni-
. : ' i Ay kib, c,
13. Na rysunku obok przehdstaWIO';chJ:Z / E T’ b) ustal znak liczby
funkeji homogra / +
fragment wykresu funkcj \ % __2 ‘f(—r[)|+f(1t),
a L _ '
f(x)= - +c, gdziea#0ix# b. Wyk y .: B c) sprawd?, czy punkt
kres przecina 0§ OY w punkcie (0, -3). _/_A __________ lL___i ______________ B(l—ﬁ, —2—\5)
a) Podaj dziedzing i zbior wartosci funkeji f. S B sl nalezy do wykresu funkgji f.
: ” Tt
b) Wyznacz wspélczynniki a, b, c. 54324 (0723 4 s5x . .
c) Oblicz migjsce zerowe funkeji f. li -/—-2 16. Naszkicuj w jednym ukladzie wspotrzednych wykres funkcji homogra-
o . . v 17 X ) 2x+11 X
d) Podaj zbior argumenlOW,‘d!a '_(meCh ta [ ficznej f(x)= , gdziexeR—{-4}, oraz wykres funkecji kwadratowej
funkcja przyjmuje wartosci nieujemne. E L_a x+4
| 1
! H—S g(x):—z(x+1)l+3. Nastepnie oblicz wspélrzedne punktéw wspdlnych tych
, wykresow.
14. Na rysunku obok przedstawiony j‘; :
jest fragrzent wykresu  funkcji Lo 17. Wyznacz wszystkie liczby catkowite, dla ktérych funkcja homograficzna
f(n:é%, gdziexeR—-{2}. Oblicz Te 'E R f(x):l—i, gdzie x#—1, przyjmuje wartosci bedace liczbami pierwszymi
X= T3 ! N x+1 :
pole prostokata zaznaczonego na tym T ~ R
' e ieden z i ora T L i _
r\:uir:fu w:e?zgc,;e je En z ]EEO tlgrz : D 18. Wykaz, ze jedli liczby a i b sg dodatnie oraz b =1, to 265530 = 1}.
chotkow nalezy do wykresu funkeji f, 4! 2a+b a+4b 6
a pozostate odpowiednio do prostych \ i
x=2,y=1 ERTICRERERERX . S
T\ D 19. Wykai, zejeslia#0, b #0oraza # b, to wartosc wyrazenia (—-1 b a
_7'3 | jest stata. a) 3a-3b
1, | s i
4 | D 20. Wykaz, ze jesli b € R — {0, 1} oraz a — 2b = ab, to wartos¢ wyrazenia

b

b+1
= [1————] jest stata.
a 2
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26 Matematyk

" =20, t0
21, Wykai, ze jeslia # ~b, 0.7 b 01 b

s a0 o-abib| 200 \TPogup
{Jl;+;_‘&’b'. o-b ) a +20b+b 4

i i is ksigzki liczacy 240 stron - dziennie prze-
stka przepisywala rekopis ‘ ‘ prze
2?- . r\élatsz!g:.na “szbq stron. Gdyby codziennie przeplsvwaia o 19 stron W"?CEJ.
?:;J:)r’\cfylaby te pracg 0 2 dni wezesniej. W ciagu ilu dni maszynistka przepisata

caly rekopis?

mal zamowienie na wyprodukowanie 192 krzesel. Dzien-
krzesel. Ale po wykonaniu 25% zamowienia usprawniono
| produkowac 0 2 krzesla dziennie wiecej. Dzigki
1 wezeéniej niz zaplanowano. W ciggu ilu dni

23, Zaklad stolarski otrzy
nie wytwarzano tyle samo
produkcje | wowczas zaklad zaczq
temu umowe zrealizowano o 1 dzie
zaklad wyprodukowat krzesla?

24. 7biornik moze by¢ napelniony woda 2 dwoch krandw. Pien]ufzy kran napeinia
pusty zbiornik w czasie 0 2 godaziny krétszym niz drugi klfan‘ Jesli ot\.No.rzymy ‘dwa
krany jednoczesnie, to zbiornik zostanie napeiniony w ciqgu 2 godv.n i 24 minut.
Oblicz, ile czasu potrzeba, aby napelnic¢ pusty zbiornik tylko przez pierwszy kran?

25. Z miast A i B odleglych od siebie o 252 km wyjechaly naprzeciw siebie dwa
pociggi. Pociag jadacy z miasta A do miasta B wyjechal o 20 minut pézniej i jec.ha!
7 predkoscig 0 9 km/h wigksza niz pociag jadacy z miasta 8 do miasta A. Pociggi
minely sie na stacji lezacej w polowie drogi migdzy miastami A i 8. Oblicz, z jakimi
$rednimi predkosciami jechaly te pociagi-

27

2 . Ciggi

Okreslenie ciggu. Sposoby opisywania ciggéw

2.1. Dany jest wyraz ogdlny nieskoriczonego ciggu (a,,). Podaj pigc poczat-
kowych wyrazow tego ciggu.

b)a:n+4 Ja,=3 '+ (1) (n+1)

a)a,=2n"-5n+1 .,
2n-3

2.2. Ciag (b,) ma pig¢ wyrazéw. Naszkicuj wykres tego ciagu.

J b=
n+1l

db=(3-nn+1)  b)b=2+ (1)

2.3. Sprawdz, ktore wyrazy nieskoriczonego ciggu (a,) sa réwne zero.

27 —
a) ,= (n? - 2)(n* - 4)(n - 3) b) a, =1 —2n-21
n +1
Bh = n' -256 4 a _n'-8n'-4n+32
"' -n+2 i 3n+2

2.4. Wyznacz wszystkie wyrazy nieskoriczonego ciggu o wyrazie ogdlnym:
3n- . £z , 1

a) a,= —1, ktorych wartosc jest rowna —,
Sn+2 2

b) b, = (2n - 3)%, ktérych wartos¢ jest réwna 81,
¢) ¢, =n"-(n" - 5), ktérych wartos¢ jest rowna -4,
d) d, = n* - 7a* + 11n, ktorych wartosc jest rowna 5.

2.5. Dany jest wyraz ogéliny ciggu (an), gdzie n € N_. Ktdre wyrazy tego ciggu s
liczbami ujemnymi?
2n-6

b) a,=n’-7n + 10
n+1

da,=2-|n-3|

a) a,=

2.6. Wyznacz wszystkie wyrazy ciagu (b,), gdzie n € N., okreslonego wzorem:
a) b,=|2n - 3| - 9, ktére s3 mniejsze od 4,
b) b, = -n’ + 4n, ktére s3 wigksze od -12.



Zakres poastawdwy

1o
(721

Zr.fl.svsdz'e neN.

wzorem €. =

2.7. Qag \c.\ jest okreslony s
liczba 2?

3) Czy wsrod wyrazow tego CIgEY znajduje SI§ 1
io preedziatu (=,4 17

b) lle wyrazow tegQ Gagu nalezy 6o preedziaty 2

oremd.=3- n-5, gdsien € N_.

(&)

8. Ciag (¢.) jest okresiony w2 .
2 jest wyrazem tego Ciagy.

- liczha
rawds. czy hezba T n
2 Sp YTRIOW meu_]EmT‘\uL’-

D b) Wykat, ze ciag (d.) ma tyfko siedem W

Sn -230-24
2 111 ~ =——
: cag (o) 0 wyrazie ogelny™ &

D 2.9. Dany jes o3
Wykas, e do przedzizhu (3 12\ naledy jedenasce wyTaIOW 1880 CRgy
yNao. < ot = 2»
3 10, Wyznac: wszystiie wyrazy nieskonczonegd ciagu (o.). bedace liczbami
naturainymi ;
- n=11n-8
\ -2 do=—m—m.
a)o.=2-— -
T 211, WYKES 28 WSTO0 WYTAIOW NISSKONCIONSgY Ogsy (£.). sdzie b, =3n-
tylko dwa WyTaZy 53 liczhami pierwszymi.
D _ Wykaz, Ze wszystie wy-

3.). Wyz
dao.=2n-m
2.14. Wyznacz wyraz ogolny a, dagu (e.). n = N..
ae...=n-4 plo. .=(n=1)f dao . =—=
: ) © 2n-8

- iy
. n-1 1
spetnione s3 dwie rownosat @ -g, _, = o=z a.-a., =

n"=n a+n

, Bdzie n

15. Oblicz cztery poczgtkows wyrszy ciggu (6.), wiedzae, Ze dla kaidego n = N.

2. Ciag

2.16. Wyznacz wyraz ogolny a. nieskonczonego ciagu (a,} wiedz3c, ze dla dowol-
nej liczby naturalnej n:

a)o,.,-a,.,=7Tnoraza, ,+a,_ .=4-n
b) 0...-0..,=n"oraza,_ ,+20a. .=3-2n

2.17. Ciag (b.) jest okresiony za pomaca wzoru rekurencyjnego. Wyznacz b-.

b =3 —i
al b) - 4

5,=-3 b =2
-, 1 d) b=-1
b, =1+-— jeslin>1 ) -
o. b_.=(n-1)-b.-b_., jeslin>1

2.15. Dany jest cigg (a.). gdzie n = N_. Wyrazy tego ciggu powstaly wedtug pew-
nej reguty. Wyznacz wyraz ogolny tego ciggu.

1 1 1
(i i 111 Blni Lt 1 1
2 2 8 8 10 9 25 49 31
g 1la2s3 4t g 12335
3 2 5 2 5 10 17 26

Dany jestciag (b.), gdzie n = N_. Podaj wyraz ogolny tego ciggu. Nastepnie
2 w207 rekurencyjny dagu (b.).

(L3578 ) b) | 9.

]

)

[
Y|
(RN

r
\nl"

.§9e n = N_. Podaj wzor rekurencyjny tago ciagu. Oblicz ¢.

o) |

.24 711.18 )

Wyznacz wyraz ogdlny tego cizgu.

29
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, o eaafiin
Monotonicznosc c1gqgow

kaz na podstawi
olny nieskonczonego ciagu (u,,). Wyl p ie
52 22, Dany jest wyraz OB

dehinigji, ze ten cigp jest rosngcy. 1 .
b)a,=1-—"7
2 e, =3l ) a, —
d) 10n+4

a = ——_

Ja,-n" n-2 = o

523, Dany Jest wyraz 0golny nieskoriczonego clagu (br). Wykaz na podstawie
D 2.43.

definicji, ze ten C13g jest malejacy.

2 b)b, -~ 7 (n -2’
a) b, -2 3" )
d)b,=2-n’
<) b"iln’i

2.24, Zbadaj monotonicznosé nieskoriczonego ciggu (c,,).

5
2n43 2
a)c,—n' 30 b) ¢, 1 q ¢, P
nn-3) =-2(n"-3n+1
d)c, - 10n-n' e) ¢, — , 1 f)c, (n )

2.25. Ciag (o,) jest skonczony Zbadaj monotonicznosc tego ciggu.
a) @, - n' - 20n, gdzie n ¢ {1,2,3, 10}
b a, - (n n-2n 3)n- a)(n ), gdzie n ¢ {1,2,3,4, s)

Ll,|esl|nLN in<7
", jeslineN, 18<n<15

A a

| " 6n-5, jeslineN, in<4

d) a, -1
[n+1, jeslineN, i4<n<10

n

2.26. Podaj przyklad

a) pieciowyrazowego ciggu rosnqcego o wyrazach mniejszych od -3,

b) szesciowyrazowego ciagu niemalejacego o wyrazach dodatnich,

¢) daiesigciowyrazowego ciggu nierosnacego o wyrazach nalezacych do przedzialu (41, 5),
d) pigciowyrazowego ciagu, ktary nie jest monatoniczny,

e) nieskonczonego ciggu malejgcego o wyrazach mniejszych od 2,

{) nieskonczonego ciagu nierosngcego o wyrazach niedodatnich.

2 Ciagi 31

2.27. Podaj przyklad:

a) nieskoficzonego ciagu rosnacego o wyrazach wiekszych od -8,

b) nieskoriczonego ciggu malejacego o wyrazach mniejszych od 4,
c) nieskoriczonego ciggu niemalejgcego o wyrazach nieujemnych,
d) nieskoriczonego ciggu rosnacego o wyrazach z przedziatu (d, 5)

2.28. Dany jest wyraz ogdlny ciqgu (b,), gdzie n € N. Sprawds, czy ten ciag jest
monotoniczny

n

Do, (3 oosl 9o [l T T

2.29. zbadaj monotonicznos¢ nieskoniczonego ciggu (a,), okreslonego wzorem
rekurencyjnym.

8

a, =3 =4 ’GI
a) ¢! b)J"' )

a,,=a,-2,n>1 Iamlranﬂn,n‘l ]aml nop e

a, =4 a =1 a =1
d =
O L

o 2 a,,=a,, ta, n-1

2.30. Podaj wyraz ogolny przykiadowego nieskonczonego malejacego ciqgu (a,)
o tej wiasnosci, ze ciag (b,), gdzie b, = |a,| jest rosnqcy.

2.31. Podaj wyraz ogélny przyktadowego nieskoriczonego rosnacego ciggu (a,)
o tej whasnosci, ze ciag (b,), gdzie b, = |a,| jest malejacy.

;.32. Podaj wyraz ogélny przyktadowego nieskonczonego | niemonotonicznego
ciagu (a,) i takiego, ze ciag (b,), gdzie b, = |a,] jest monotaniczny.

Cigg arytmetyczny

2.33. ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = Sn - 3, gdzie n < N,
D a) Wykaz, ze ciqg (a,) jest ciqgiem arytmetycznym.

b) Wyznacz pierwszy wyraz i réznice tego ciqgu.

c) Podaj wzdr rekurencyjny ciggu (a,).

4-7n

2.34. Dany jest cigg (b,) okreslony wzorem b, =——— gdzien ¢ N
3



\atuka Zeior zadan «lasa ® Zakres podstawowy
Matgmatyna <0 - —

_

i m.
3l Wykaz, ze €138 (b,) jest ciagiem arytmetyczny
e v ra E
.\ Zbagai monotonicznosc tego ciagu.
o) Oblicz byx = bas

W nieskonczonym ciagy arytmetycznym (0,) danesq o: =-85ir =25

Oblicz: i 4
5 b) wyraz ogolny ciggu

" C)a:n-ﬁams
3) wyrazy 0s, 001077

) 35, Ciag (0. jest okreslony wzorem 0, = n(n + 1), gdzie n € N_.
(o) nie jest ciagiem arytmetycznym.
s3 odpowiednio rowne pierwszemu i siodmemu wyra-

(b.). Wyznacz wyraz ogdlny ciagu (5,).

1, 1e ciag

27 Miedzy liczby 4122 wstaw kolejno piec liczb tak, aby wraz z danymi liczbami

tworzyly rosnacy cigg arytmetyczny.

raz skoriczonego ciggu arytmetycznego o roznicy 3,1 wynosi 2,3,

Pierwszy Wy : ;
agu jest rowny 48,8. lle wyrazow ma ten ciag?

Ostztni wyraz tego ¢i

W skonczonym ciggu arytmetycznym przedostatni wyraz jest réwny 38,
21. Wiedzac, e drugi wyraz tego Ciggu jest rowny 5, oblicz liczbe

a ostatni wynosi
wyrazow tego Cizg.

Cigg arytmetyczny ma siedemnascie wyrazow. Srodkowy wyraz ciggu jest
rowny 8. Wyznacz réznice tego ciagu wiedzac, e trzeci wyraz ciggu jest rowny —22.

1. Wyznacz pierwszy wyraz i réznice ciagu arytmetycznego (an), jesli:
=10 b) 0 — 0 = 101§ 205 + 307 = 37
¢)os = 0: =241 0;5-05 =135 d) 05 - 05 = 21 i ag- a5 = 2146.

a)o-+0i:=1400p -0

2. Oblicz, ile jest liczb naturalnych:
a) nalezzcych do przedziatu (200, 895), ktore sg podzielne przez 4,
b) mniejszych od 300, ktdre nie sa podzielne przez 7,
¢) nalezacych do przedziatu (10, 400}, ktdrych reszta z dzielenia przez 3 wynosi 2.

: ; R B | 5
) 2.43. Wykat ze cigg | f_—z 3,V3+4 ‘ jest ciggiem arytmetycznym.

W3-

2.44. Wyznacz liczbe k, dia ktérej cigg (3k* - 2k + 3, K — k +1, -2k + k + 5) jest
ciggiem arytmetycznym. Dla wyznaczonej liczby k podaj ten cigg.

2,45, Wyznacz liczby x, y tak, aby czterowyrazowy ciag (12, x, y, 27) byt ciagiem
arytmetycznym.

2. Ciggi

2.46. Dla jakiej wartosci x liczby x°, x* + 2, 4 sa w danej kolejnosci odpowiednio
pierwszym, trzecim i pigtym wyrazem nieskonczonego ciggu arytmetycznego (a,)?

Dla znalezionej wartosci x napisz wyraz ogalny ciggu (a,,).

2.47. Oblicz diugosci bokdw trojkata prostokatnego wiedzac, ze te dtugosci usta-
wione rosnaco tworza cigg arytmetyczny o réinicy 2.

2.48. Suma dwéch pierwszych wyrazéw ciggu arytmetycznego jest rowna 27,
suma dwoch ostatnich wyrazow wynosi 105. Wiedzac, ze siodmy wyraz ciggu wy-
nosi 30, oblicz:

a) pierwszy wyraz tego ciggu b) liczbe wyrazow tego ciggu.

2.49. W skoniczonym ciggu arytmetycznym (a,,) dane s3: 0, = 2 oraz g; = 22. Oblicz
pierwszy wyraz tego ciagu. Wyznacz liczbe wyrazow ciggu (a,,) wiedzac, ze ostatni
wyraz wynosi 222.

Suma poczgtkowych wyrazéw
ciggu arytmetycznego

2.50. Suma n poczatkowych wyrazéw nieskoriczonego ciagu (a,) wyraza sig wzo-
(n+1)(n+2)

3 , gdzie n € N_. Oblicz:

rem S, =

a) g b) S c) as d) s+ 050+ 03 + 2.

Nastepnie wyznacz ogdlny wyraz ciggu (an).

D 2.51. Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu (a,) wyraza sie wzorem S, = n(n* - 1),

gdzie n € N.. Wykai, ze:

a) g, = 3n(n-1),gdzien e N.. b) ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.

2.52. Sume n poczatkowych wyrazéw nieskoriczonego ciagu (o,) okresla wzér
S,=n*—4n,gdzien e N_.

D a) Wykaz, ze cigg (a,,) jest ciggiem arytmetycznym.

b) Oblicz pierwszy wyraz i réznice tego ciggu.

2.53. Sume n poczatkowych wyrazow nieskoriczonego ciagu (a,) okresla wzor
S,=5n-n’ gdzien e N..

D a) Wykaz, ze cigg (a,,) jest ciggiem arytmetycznym malejacym.

b) Oblicz a0 + a1, + @y + @13 + Gus + Ois.

33
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wych wyrazow ciagu arytmetycznego (a,) jest roy.
kowych wyrazow tego ciagu wynosi 32. Oblicy:

b) o €) @y + au + 0y

2.54. Suma o$miu poczatko
na 17, a suma trzynastu poczat

a) gy + a0+ O+ 0+ OB

onym ciggu arytmetycznym (b)), n>1, danesq:by=-4,r =7

2.55. W nieskoncz ych wyrazéw tego ciagu, oblicz:

Wiedzac, ze S, 02nacza sume n poczatkow
a)s b) by + by + b+ bys
25

C) byy + by + by + . F bz

2.56. Nieskorczony cigg arytmetyczny (a,) opis’u]e ?Nzér 0,=24-4n, n>1.

a) Napisz wzor na sume n poczatkowych wvrézow cqu\lJ (an): ' -

b) Oblicz, ile poczatkowych wyrazow tego ciggu nalezy wzigc do sumy, aby jej
wartos¢ wynosila 0.

2.57. Dany jest wyraz ogolny nieskonczonego ciggu arytmetycznego (b,,):
b =105 - n, n>1.lle poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy wzigc do sumy,
aby jej wartosé byla najwigksza? Podaj tg najwigksza wartosc.

2.58. Oblicz:

a) ~7-4-1+2+5+..+227

b) 87-107 + 12° - 147 + 167 - 187 + ... + 20127 - 2014°
2.59. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:

a) parzystych, nie wiekszych od 250,

b) dwucyfrowych, podzielnych przez 4.

2.60. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:
a) mniejszych od 200, ktérych reszta z dzielenia przez 3 jest réwna 1,

b) wiekszych od 100 i jednoczesnie mniejszych od 500, ktérych reszta z dzielenia
przez 5 jest rowna 1 lub 4.

2.61. Suma szesnastu poczatkowych wyrazéw nieskoriczonego ciggu arytmetyczne-
g0 (a,) jest rowna 728. Wiedzac, ie a,, = 63, oblicz pierwszy wyraz i réinice ciagu (a,)-

2.62. Ciag (g,) jest skoriczonym ciagiem arytmetycznym, ktorego suma wszystkich

wyrazow jest rowna 204. Roinica ciggu jest réwna 6, a ostatni wyraz ciggu Wyno-
si 49. lle wyrazéw ma ten cigg?

2.63. W nieskonczonym ciagu arytmetycznym (b,) dane s3: by = 58 oraz r = -3.

Zsumowano kilkanascie poczgtkowych wyrazow tego ciagu i otrzymano 578. lle wy-
razow ciagu (b,) wzieto do tej sumy?

2. Ciggl

2.64. Dany jest nieskoriczony cigg arytmetyczny (cn), w ktorym ¢, = 8, r = 3.
D a) Wykai, ze wyrazy ciqgu (c,,) 0 numerach parzystych tworzg cigg arytmetycz-
ny (b,). Podaj réinice ciagu (b,).
b) Oblicz sume czternastu poczatkowych wyrazéw ciggu (b,).

2.65. Rowerzysta w ciagu pierwszej godziny przejechal 20 km, a w ciagu kazdej
nastepnej godziny odcinek o 0,75 km krétszy od poprzedniego. Jaka droge pokonal
rowerzysta, jesli w ciggu ostatniej godziny przejechal 17 km?

2.66. Wykopanie pierwszego metra studni kosztuje 8 zt, a katdego nastepnego
o0 3 zl drozej od poprzedniego.

a) lle kosztuje wykopanie studni glebokosci 25 m?
b) Wykopanie studni kosztowalo 798 zl. Jaka byla jej glebokoc?

2.67. Marek chce przekopac swéj przydomowy ogrédek warzywny o powierzch-
ni 7,83 a. Pierwszego dnia przekopal 27 m’. Aby przyspieszy¢ prace postanowil
kazdego nastepnego dnia przekopywaé o 4 m? ogrédka wiecej niz poprzedniego
dnia. lle najmniej dni musi przeznaczy¢ Marek na wykonanie tej pracy?

2.68. Z pelnego pojemnika zaczela wylewac sie woda. W pierwszej sekundzie
wyplyneto 3,4 litra wody, a w kazdej nastepnej o 0,3 litra mniej niz w poprzedniej.
W ostatniej sekundzie wyplynelo tylko 0,1 litra wody.

a) lle czasu wyptywala woda z pojemnika?

b) Jaka pojemnos¢ miat pojemnik?

Cigg geometryczny

2.69. Zbadaj, ktory z danych ciagéw (o,), (b,), (c,), (d,), edzie n e N, jest
geometryczny.

an‘l

- +1
Gn:Sn-an "__2”‘2 =n

4"

= -1
c,=n-3" d,

2.70. Wyznacz wyraz ogdlny ciagu geometrycznego, okreilonego wzorem
rekurencyjnym.

=4l b, ==100 3
) b,=(-0,2)-b,,, n>1
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podstawowy

atyka Zhiér zadan Klasa 3,,2%"_” -
Aat e a. Zbiér 2ad 77—

+ ciagu geometrycznego (0,) wiedzac, ze:

571 nacz pierwszy Wyra
.18 WP b) 51144(\.F3f2]orazq:\/§+1

a) o, = -510,3 oraz g=-3

= X s ag|e m geometrycznym,
,.;2, Ci 3 J9,3 /81 ) 1est jeskonczonym cl geom t
2 138 ‘\ v , Nod, ryc m

Ljics dwudziesty siodmy wyraz tego Ciagy i przedstaw Bo W Postact poteg;
Oblicz

liczby 3.

2.73. Wyznacz iloraz cia

gu geometrycznego (a.) wiedzac, ze:

2
b) 0,=6o0razo, =

a) 0, =0,50raz 0c = 512 27

i za,-0,=1
o, =-6 oraz 0; = -8,64 d) 01:-7—0ra 2 0s

2.74. Ciag (b,) jest skonczonym ciggiem geometrycznym, W ktérym by = -1,

/e

. 8 N
-%_ Wiedzac, ze ostatni wyraz ciqgu (b) jest rowny m oblicz liczbe wy-

q =
razow tego Ciggu.

75 Dwa Srodkowe wyrazy szesciowyrazowego, malejacego ciggu geometryczne-

g0 53 odpowiednio rowne Ez i E Oblicz roznice pomiedzy pierwszym i ostatnim
8 4

wyrazem tego Ciagu.

2.76. lloczyn wszystkich wyrazow pieciowyrazowego ciggu geometrycznego jest
rowny 32. Oblicz trzeci wyraz tego ciggu.

 2.77. W pewnym nieskoriczonym ciggu geometrycznym iloczyn wyrazu drugiego

i 6smego jest rowny 36. Wykaz, ze pigty wyraz tego ciagu jest rowny —6 lub 6.

2.78. Nieskonczony ciag (b,) o wyrazach dodatnich ma tg wlasnosé, ze kazdy jego
wyraz jest o 20% wigkszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego.
a} Czy ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym? Odpowied? uzasadnij.

96

. 12
b) Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu, jesli jego pigty wyraz jest rowny E??

2.79. Klient banku splacit pozyczke w wysokosci 13 923 2t w czterech ratach, z kto-

rych kazda nastepna byla o 10% wigksza od poprzedniej. Oblicz kwote pierwszej
| czwartej raty.

2.8 i 1
2.80. W ciagu geometrycanym (c,), gdzie n e N, dane s3: ¢, =—6i4 ic, =g

Wyznacz wyraz ogolny ciqgu (c, ). Czy ciag (c,) jest monotoniczny?

2. Cragi

D 2.81. Ciag (g,) jest nieskoriczonym ciagiem geometrycznym, w ktérym a; = -0,36

oraz g, = —lg. Wykaz, ze ciag (a,) jest malejacy. Wyznacz ogdlny wyraz tego ciagu.

2.82. Ciag geometryczny ma cztery wyrazy. Jesli trzeci wyraz tego ciggu zmniej-
szymy o sume dwdch pierwszych wyrazow, to otrzymamy 3. Jesli czwarty wyraz
zmniejszymy o sume dwoch $rodkowych wyrazéw, to otrzymamy 6. Wyznacz
ten ciag.

2.83. W czterowyrazowym ciggu geometrycznym iloczyn pierwszego _i trzeciego
wyrazu jest réwny 0,64, za$ iloczyn drugiego i czwartego wyrazu wynosi 2,56. Wy-
znacz ten ciag.

2.84. Oblicz pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego (b,), jesti:
a) bs - b; = 1680 oraz by + by = 560 b) by — by = 120 oraz by — bs = 96.

2+\/§ 2+\/§ l
2.3 2 T

2.86. Ciag (-9, x, -2) jest rosngcym ciggiem geometrycznym. Oblicz x.

tworza w podanej kolejnosci ciag

D 2.85. Wykaz, ze liczby
geometryczny.

2.87. Liczby 7x + 1, 2x + 2, x — 1 w podanej kolejnosci tworzg cigg geometryczny.
Oblicz x i wyznacz ten cigg.

D 2.88, Wykaz, ze jesli ciag (X + 15,8, x — 15) jest ciggiem geometrycznym maleja-
cym, to iloraz tego ciagu jest jednym z pierwiastkéw wielomianu
W(x) = ax*-x*-32x + 8.

D 2.89. Wykaz, ze jesli cigg (12, a, b, cd, 2916) jest ciggiem geometrycznym,
tosuma o + b + ¢ + d jest wielokrotnoscig liczby 5.

2.90. Diugosci trzech roznych krawedzi prostopadlosciennego otwartego zbiorni-
ka na wode tworzg malejacy cigg geometryczny, w ktdrym ostatnim wyrazem jest
wysokos¢ tego zbiornika. Pojemnos¢ zbiornika wynosi 216 litréw.

D a) Wykaz, e jedna z krawedzi podstawy tego zbiornika ma diugos¢ 60 cm.

b) Wiedzac dodatkowo, ze diugosci krawedzi podstawy zbiornika pozostajg w sto-
sunku 2 : 1, oblicz pole powierzchni tego zbiornika.

D 2.91. Wykaz, ze nieskoniczony ciag (c,) o wyrazie ogélnym c, :z—fl-+11-9'",
3
gdzie n € N, jest ciggiem geometrycznym. Podaj pierwszy wyraz i iloraz tego ciggu.

1+2-3+ +n

D 2.92. Wykaz, ze nieskorniczony ciag (bn) o wyrazie ogélnym b, =2 "

, gdzie
n € N_, jest ciaggiem geometrycznym. Podaj pierwszy wyraz i iloraz tego ciggu.

37



adan. K Zakres p

vatersatyka ZOOCFAZEN BT

W
Suma poczqtkowgch wyrazo
ciggu geometrycznego
2.93. Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazow nieskonczonego ciagu geome.
lr;/czr;ego (a,) oilorazie g, jesli:
3) a, :_}’ Q='2
: 3

2.94, Oblicz sume pigciu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego (bn).
okreslonego wzorem:

b =1-3

a
b.,=2b.,n '1

b) b;i_, gdzieneN.
S

2.95. Suma czterech poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego jest row-
na ﬁ Oblicz pierwszy wyraz nieskoniczonego ciggu geometrycznego, jesli iloraz
81

.2
tego Ciggu wynosi 5

2.96. Suma dziewigciu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego jest réwna

1275 Oblicz dziewigty wyraz tego ciggu wiedzac, ze iloraz ciggu jest rowny 2.
4

. ) , 1
2.97. Dany jest nieskonczony ciag geometryczny (b,), w ktérym b, = 6, q=§A lle
: . ) . 8
poczgtkowych wyrazow tego ciggu nalezy zsumowac, aby otrzymac wynik 85?

2.98. Nieskonczony ciag (96, -48, 24, ..) jest ciagiem geometrycznym. lle po-

czatkowych wyrazow tego ciggu nalezy wziaé do sumy, aby jej wartoéé byla
rowna 64,5?

2.99. Oblicz dang sume wiedzac, ze kolejne skladniki sumy to kolejne wyrazy
pewnego ciggu geometrycznego. lle sktadnikow wystepuje w tej sumie?

1+...+Z40

a) 101+53~41T_,,..11 7 1
8 4 2 2

3
b) -12+32_
3 ) 18+34 7

2.100. Pierwszy wyraz ci
dzac, ze suma wyrazow te

3) lloraz tego ciggu

dBU geometrycznego jest rowny 729, a ostatni 96. Wie-
B0 Clagu wynosi 1995, oblicz:

b) liczbe wyrazéw tego ciagu.

2. Cigqgi

2.101. Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest rowny 128, a ostatni 1458.
Wiedzac, ze suma wyrazow tego ciagu wynosi 4118, oblicz:

3) iloraz tego ciagu b) liczbe wyrazow tego ciggu.

2.102. Dyrektor firmy przyznal pracownikom nagrody, o acznej wartoéci 14 760
21. Najwigksza nagroda wynosita 5000 zl, a kazda nastepna byla pewnym stalym
ulamkiem poprzedniej. Wartos¢ najmniejszej nagrody to 2560 zt. Oblicz, ile bylo
nagrod i jaka wartos¢ mialy pozostale nagrody.

2.103. Oblicz sume dziesigciu poczatkowych wyrazéw malejgcego ciggu geo-
metrycznego wiedzac, ze drugi wyraz tego ciggu jest rowny 20, a czwarty jest
rowny 5.

. . , . ) , 1
2.104. Pierwszy wyraz nieskoriczonego ciagu geometrycznego jest réwny —,
a suma jego trzech poczatkowych wyrazéw wynosi 1,75. Wyznacz: 4

a) iloraz tego ciggu b] wyraz ogolny tego ciggu.

2.105. Ciag geometryczny ma cztery wyrazy, ktdrych suma jest réwna 130. $red-
nia arytmetyczna wyrazow skrajnych jest réwna 35. Wyznacz ten ciag.

2.106. Obwod tréjkata T, jest réwny 96 cm. Srod- A\

ki bokéw tréjkata T, sa wierzchotkami tréjkata T,. \

Srodki bokdw tréjkata T, s3 wierzchotkami trajka- \

ta T, itd. Oblicz sumg obwodow trojkatéw T, T, \

T T, T, T, Ty X \
\ 7\ \

\\ / \\

2.107. Tréjkat T, jest tréjkatem réwnobocznym, ktérego kazdy bok ma dlugos¢
8 cm. Srodki bokéw trojkata T, s wierzcholkami tréjkata 7,. Srodki bokéw trojkata T,
s3 wierzchotkami trjkata T, itd. Oblicz sume pél tréjkatow To Ty Ta Ty Ty, T

S
N
7

2.108. W kwadrat o boku 16 cm wpisano
koto K. W koto K, wpisano kwadrat, a w ten
kwadrat kofo K,. W kolo K, wpisano kwa-
drat, a w ten kwadrat kolo K, itd. Oblicz
sume: @) obwodéw b) pél két K,, K, Ky, Ky,
Ks, K, K, K.
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' ¢13g geomerryczny — 7 2.117. Ciag (x, v 2) jest ciagiem arytmetycznymoraz x + J 4 7= 12. Wykaz, ze je-
o jest kwadratem

) zny | .
/Wf‘ aﬂjfw\@t\(j( J sl (x +3,y+3,2+ 3) jest ciggiem geometrycznym, to iloczyn xyz

;aa‘anfa rozne liczby naturalnej.
(a,) sa dodatnie i razniq sig mig-

sq rowne odpowiednio pierw-

(1’ X y) Jest ciagiem geo- 7 2.118. Wszystkie wyrazy ciqgu arytmetycznego
qgu geometrycznego (b,). Wy-

dzy soba. Pierwszy, trzeci i siédmy wyraz ciggu a,)
szemu, drugiemu i trzeciemu wyrazowi pewnego ci
kaz, ze iloraz ciagu (b,) jest liczba pierwszq.

2.109. Ciag (x. % 1) jest ciagiem arytmetycznym, 3 €iag

metrycznym. Oblicz X 1'Y-

jest ciagl aciag (x, , 18) jest ciagiem
1 i - 11) jest cigglem arytmetycznym, aciag |

7ir:witr$c|3§\.r(; Olblb(cz ,\) i]y, Wyznacz te cigi. Podaj roznicg ciggu arytmetycznego

ge :

j iloraz ciggu geometrycznego-

) 111, Tray by, eorych suma Jest rOwna 9, tworz3 Cig aryimetycany. Je Lokaty pienigzne i kredyty bankowe
do pierwszej 2 nich dodamy 31, to otrzymamy rosnacy cigg geometryczny. Wy- |
) 2.119. Ppan Jan wplacil na lokate 6000 z! na procent prosty. Oprocentowanie
4%, a odsetki od lokaty dopisywane sq po kazdym roku

roczne lokaty jest rowne
lokacie po trzech latach

znacz liczby, tworzace cigg arytmetyczny.
. j : ' icz, § ie mial pan Jan na tej
g . i i um t oszczedzania. Oblicz, jaka kwotg bedzie mial p
2.112. Trzy liczby tworza malejacy C1ag arytmetyczny, @ ich suma jest rowna 18, ercocdzanio, edi

. ! e ; . L el oonpbinasmons
Jesli druga liczbe zmniejszymy o 3 i trzecig zmniejszymy O ” ' ‘
geometr%izny. Wyznacz iloraz ciggu geometrycznego. a) pominiemy podatek od dochodéw kapitatowych,

b) uwzglednimy 19-procentowy podatek od dochodéw kapitatowych.
2.113. Pierwszy, drugi i trzeci wyraz ciqgu geometrycznego s3 odpowiednio dru-
skoriczonego Ciagu arytmetycznego a,,) 2.120. Pani Anna zaloiyla wplacita na lokate 4000 zI na procent prosty. Roczna

gim, szostym i osiemnastym wyrazem nie

o réinicy 2. Oblicz sume dziesigciu poczatkowych wyrazow ciagu \a,)- stopa procentowa tej lokaty wynosi 2,4%, a odsetki od lokaty dopisywane sg co

o ) ) kwartal. Oblicz stan lokaty pani Anny
2.114. suma trzezc: goclzqtg(owwz “LI)W'af:g:onéjeri?;cZ;lrfr?;;?gi:iiisrr:i;z;igfe'; a) po roku oszczedzania b) po 15 miesigcach oszczgdzania,
j A 2by s3 odpowi i ,
go (b,) jest rowna vt c) po 2,5 roku oszczedzania d) po 8 latach oszczgdzania.

nieskonczonego, malejacego ciggu arytmetycznego. Oblicz sume wyrazow ciggu
geometrycznego od wyrazu b; do wyrazu by wigcznie. Uwzglednij 18-procentowy podatek od dochodéw kapitalowych.

7 114

2.121. Pani Marta zatoiyla lokate, wptacajac 3000 zi na procent prosty o rocz-

7.115. W nieskoriczonym ciggu arytmetycznym (a,,) wyraz sz6sty jest o 9 wigkszy

od wyrazu trzeciego. Srednia arytmetyczna wyrazow siédmego, dziewiatego i dzie- nym oprocentowaniu réwnym 7%. Dodatkowo na poczatku kazdego nastgpnego

siatego jest rowna 15. roku oszczedzania wplacala na te lokate kolejne 3000 zI. Wiedzac, ze bank do-
liczal odsetki po kazdym roku oszczedzania, oblicz kwote na lokacie pani Marty

a) Wyznacz wyraz ogdlny ciggu (a,)-

b) Wiedzac dodatkowo, ze dla pewnej liczby naturalnej dodatniej k liczby a;, g, 1,
g, ., 53 w podanej kolejnosci trzema poczatkowymi wyrazami nieskonczonego
ciggu geometrycznego (bn}, oblicz iloraz ciggu geometrycznego.

po pigciu latach,
a) 2 pominigciem podatku dochodowego,
b) z uwzglednieniem 18-procentowego podatku od dochodéw kapitatowych.

2.122. Pan Adam zaloiyt lokate na procent prosty, wplacajac do banku 8000 zi.

2.116. Suma n kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (0,,) wy-
Roczne oprocentowanie tej lokaty wynosilo 4,5%, a odsetki byly dopisywane

raza sie wzorem S, = 20+ En, gdzieneN..
2 2 po kazdym roku oszczedzania. Po upiywie pierwszego | kazdego nastepnego roku
a) Wyznacz wyraz ogdlny ciagu (a,). pan Adam wptacal dodatkowo na te lokatg 1000 zl. lle lat pan Adam oszczedzal
b) Wiedzac dodatkowo, ze dla pewnej liczby naturalnej k, liczby @, , 1, @y . 3 Gk + » na tej lokacie, jesli na koniec tego okresu oszczgdzania, po dopisaniu odsetek, lokata
miala wartoéc¢ 26 290 zi? Pomin podatek od dochoddw kapitatowych.

w podane] koIejngs’m $3 trzema poczgtkowymi wyrazami pewnego Ciggu geo-
metrycznego, oblicz k i wyznacz sume szeéciu poczatkowych wyrazow ciagu
geometrycznego.
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. cent skladany, wplacajac
; letniq lokatg na Procer® o
2.123. pan Rafal zatozy! cztoecr:nww:me tej lokaty jest rowne 6%. Oblicz, jakq

do banku 5000 z\. R:ZZ;;T:E;HW 0o tym okresie oszczedzania, jesli kapitalizacja
kwote otrzyma pan

odsetek jest: ’
a) roczna b) potroczna
Pomin podatek od dochodow kapitalowych.

¢) kwartalna.

2.124. Klient zatotyl W banku lokatg W wysokosci 25 000 2t .na procem Swadany,
- roAcenlowaniu 10% w skali roku. Oblicz, jaka kwotg bedzie mial na tej lokacie

oop 9 . Ot :

po trzech latach, jesli odsetki s3 kapitalizowane:

b) co szes¢ miesigcy ¢) co kwartal.

Uwzglednij 18-procentowy podatek od dochodow kapitatowych.

a) po kaidym roku oszczedzania

2.125. Pani Ewa wplacila na lokate 10 000 z!. Roczne oprocer_\towanie lqka(y jest
réwne 8%, a kapitalizacja odsetek odbywa sig €O kwartat. Oblicz kwote, jaka pani
Ewa bedzie miata na lokacie:

b) po pottora roku
Pomin podatek od dochodow kapitatowych.

2) po 9 miesiacach ¢) po trzech latach oszczedzania,

2.126. Pani Stefania zalozyla w banku lokate w wysokasci 10 000 2! na procent
skladany. Po dwoch latach bank wyplacit z lokaty cala kwotg, rowng 12 155,06z,
Jakie bylo oprocentowanie tej lokaty w skali roku, jesli bank kapitalizowal odsetki
co szed¢ miesiecy? Pomin podatek od dochodéw kapitatowych.

2.127. Panilrena zatozyta w banku lokatg w wysokosci 10 000 zt na procent skia-
dany. Po dwach latach bank wyplacil jej 12 146,04 21. Jakie bylo oprocentowanie

tej lokaty w skali roku, jesli bank kapitalizowal odsetki co trzy miesigce? Uwzglednij
18-procentowy podatek od dochodow kapitatowych.

2.128. Oblicz, jaka kwote nalezy przeznaczy¢ na lokatg na procent skladany,
trwajaca:

a) szes¢ miesiecy b) dziewiec miesiecy c) rok

aby po jej zakonczeniu otrzymac 20 000 zI. Roczna stopa procentowa tej lokaty jest

réwna 12%, a kapitalizacja odsetek odbywa sig co trzy miesigce. Pomin podatek
od dochodow kapitatowych.

2.129. W pewnym sklepie ze sprzetem RTV mozna kupic telewizor LCD, placac
cztery raty po 2000 zi. Pierwszg rate trzeba splaci¢ po trzech miesigcach od daty
zakupy, a kolejne raty co trzy miesigce. Pan Michat chciatby kupi¢ ten telewizor
W systemie ratalnym. Ma na koncie w banku 7700 2!, Oprocentowanie na tym kon-
cie wynosi_&% w skali roku, 3 kapitalizacja odsetek jest kwartalna. Czy ta kwota jest
wystarczajaca na zakup telewizora w systemie ratalnym? Odpowied uzasadnij.

2. Ciggi 43

2.130. Pani Klaudia wziela w banku kredyt w wysokosci 40 000 zt na zakup samo-
chodu. Roczna stopa procentowa kredytu jest réwna 16%. Kredyt ma byc splacony
w ciggu dwoch lat, w kwartalnych ratach malejacych. Pierwsza rata ma by¢ splacona
po trzech miesiacach od daty przyznania kredytu. Oblicz:

a) wysokos¢ pierwsze] i ostatniej raty  b) laczna kwote odsetek od kredytu.

2.131. Pan Marcin wzigt w banku kredyt w wysokosci 40 000 2! na zakup sa-
mochodu. Roczna stopa procentowa kredytu jest rowna 16%. Kredyt ma zostac
splacony w ciagu dwéch lat, w kwartalnych ratach rownych. Pierwsza rata ma byc
splacona po trzech miesigcach od daty przyznania kredytu. Oblicz:

a) wysokos$¢ raty kredytu b) taczna kwotg odsetek od kredytu.

Test sprawdzajgcy do rozdziatu 2.

" 1 11 11 . . i
1. Ciag|=, -=, =, -=, —,...| moznadla n € N, opisa¢ wzorem:
2 4 6 8 10
n+ 1 n
A g, =-1"" = B. g, =(-1)"" =
2n 2"
w1 n1 1
Ca,=(-1)"-— D.a,=(-1)"—
(-1) 2+n =) 2n

2. Cigg (b,,) jest okreslony wzorem b, = n* - 18n, gdzie n € N.. lle wyrazow tego
ciggu jest mniejszych od 40?

A. dziewietnascie  B. osiemnascie C. siedemnascie D. dwadziescia
3. Suma wszystkich catkowitych wyrazéw nieskonczonego ciagu (c,,), gdzie
c, =

6
N +4, jest rowna:
2n-3
A.8 B. 14 C. 16

a, =-2
4. Ciag (an) jest okreslony wzorem rekurencyjnym <a, =1 . Zatem:

a,,=0,-3a,.,,n>1
A.as=5 B.as=-2 C.as=-9 D.as=7

h . : " . 25-4n’

5. Nieskoriczony ciag (b,,) o wyrazie ogdlnym b, = ; Ll ,neN_ jest ciggiem:
n+5 ’

A. rosngcym B. malejacym C. stalym D. niemonotonicznym
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Matematyka. <

. c. = 3 oraz Cyo = —37. Rdinica tego cig-
. m (c) dane s3: C2

6. W ciagu arytmetyczny n

gu jest rowna:

A7 8.3 € >

~J

Ciag (a) jest malejacym ciggiem geometrycznym, W ktorym a; = 18 ora;
- L n

0, = 101. \loraz tego ciggu jest rowny:

T8

3 4
A -2 wb 2 B = =
a4 4 3

w | =

D.0,75

-t 5 3

i h =3 ——n-5= =
. Dane s3 wyrazy ogolne Ciagow (b )if(c,):b,=3 "orazc, 3 54, nen. .
|le razy suma osmiu poczatkowych wyrazow ciggu (b)
dziestu poczatkowych Wyrazow ciggu (f.)?

A. 8 razy

jest wigksza od sumy dwu-

B. 6 razy C.5razy D. 2 razy

9. Ciag (x, vy 2- x) jest jednoczesnie ciggiem arytmetycznym i geometrycznym,
Zatem liczba 2x° + y* jest podzielna:
A.przez 5 B. przez 3

C.przez2 D. przez7

10. Klient banku wplacil kwote K na trzyletnig lokatg terminowa, z potroczng
kapitalizacja odsetek. Oprocentowanie lokaty wynosi 0,08%. Jesli uwzglednimy

18-procentowy podatek od dochodow kapitatowych, to po trzech latach na lokacie
bedzie kwota:

a 6
AK-(1+0328 107 8. K»L 1+0,18-

100

C.K-(1+082-0,04) D.K-(1+0,82-8-10%)°

Zaaanl OWTOrzZeén

iowe do rozdziatu 2.

. ) a,=-3

11. Ciag (a,) jest okredlony wzorem rekurencyjnym K N

iaml =a, -15n, n>1
Nieskonczony ciag (b,) ma postac (1, 8, 27, 64, ..). Oblicz a; - by.

LZ. Dany jest wyraz ogdlny ciggu (c. )¢, = ﬂ gdzieneN .
2n+1 ’
0 a) Wykaz, ze ciag (c,) jest malejgcy.

b) Kiore wyrazy ciggu (c,) nalez3 do przedziaty | ,23 20

D 13. Ciag (a,) jest okreslony wzorem o, = 2n% + 6n + 4, gdzie n & N .. Wykai,

D a) Wykaz, ze ciag (a,,) jest ciggiem arytmetycznym, a jego wyrazy sa liczbami

D

2. Ciggi

ze suma dowolnych dwoch kolejnych wyrazow tego ciggu jest kwadratem pewne
liczby naturalnej.

2 - -
14, Ciag (an) jest okreslony wzorem a, :M

, gdzieneN .
3n-7

nieparzystymi,

b) Oblicz sumg wszystkich wyrazow tego ciagu, ktére s3 mniejsze od 100 i jedno-

czesnie przy dzieleniu przez 4 dajq reszte 1.

2
15. Dany jest trzywyrazowy ciag | k* 7§k, (Z_ki 9-%

, , gdziekeR.
8 4
a) Podaj wyrazy tego ciqgu w przypadku, gdy k = -3.

b) Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej k dany cigg jest ciagiem arytmetycznym.

16. Pierwszy wyraz nieskonczonego ciggu arytmetycznego (an) jest row-

ny -3, a réinica tego ciggu jest rowna 4. Oblicz najwieksza liczbe n, dla ktorej
0,4+ 0; + @3+ .. + 0, < 1650.

17. Suma n kolejnych poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (bn) wyraza
sie wzorem S, = n’ - 9n, gdzie n € N .

a) Oblicz, ile poczatkowych wyrazéw ciagu (b,) nalezy 2sumowac, aby otrzymac
liczbe 322.

b) Wyznacz wyraz ogélny ciggu (b,,).

18. Suma n kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu (a,,) wyraza sie wzorem
S,=n’+ 10n, gdzie n € N,.

a) Oblicz pigtnasty wyraz ciagu (a,).

D b) Wykaz, ze ciag (an) jest ciggiem arytmetycznym.

19. Ciag(5,9,13, .., 121) ma trzydziesci wyrazéw. lloraz wyrazu stojacego na miej-
scu k — liczac od poczatku, do wyrazu stojacego na miejscu k — liczac od konica,
wynosi E Oblicz k.

31

20. Liczby 7x + 1, 2(x + 1), x - 153 w podanej kolejnosci drugim, trzecim i czwartym
wyrazem pewnego nieskoficzonego, monotonicznego ciggu geometrycznego (a,).
a) Oblicz x.

b) Wyznacz wyraz ogdlny ciggu (a,,).

L . , 25 i
c) Wiedzac, ze suma k poczatkowych wyrazéw ciggu jest réwna 161—, oblicz k.

45



o £2 ksigiki. Okazato sig, ze liczby ksiazek kolejno na pgy.
e doine tworz3 rosnacy Ciag geometryczny. Na srog-
 stoi na gomne; potee, 2 ile na dolne; potce.

21. Natrzech potkach USEW :
i polce srodkowe] | p;fce d -
e stoi 12 ksizzek 0BhZ 12 K55

22. Dany jest trojk3t rownc
jest bokiem trojka

ol trojkatow T,, To, Ty, T, T, T,

(o.) jest ciggiem réznowartosciowym. Wie-
£2. oblicz piec kolejnych poczatkowych wy-

24. W skonczonym Ciggu EEOMELryCZnym (&.) piem:szy wwaz!'est fdwny;, a wyraz

cstatni iest rowny 76 e suma wszystkich u;yrazcw ciagu (b.) wyno-

;1533 ‘oblicz floraz t lle wyrazow ma ten cigg:

rvtmetyczny (g.) jest cizgiem rosngcym, a jego 'trzeci wyraz
gi i pizty wyraz ciagu (o.) w podanej kolejnosci s3 jedno-

wyr2z2mi pEwnego ciagu geometrycznego (b.). Oblicz:

u poczatkowych wyrazow ciagu (b.).

b) Wyznacz iloraz cizgu geometrycznego.

(0, b, ¢ jest ciagiem arytmetycznym, 2 ciag (@ = 5, b + 1, c) jest male-
cznym. Wykzz, 2¢ jeslio = b + ¢ = 15, to iloczyn abc jest

28. Firmz informatycznz zznotowats comiesieczny wzrost zysku wedtug naste-
pujzce] reguly: zysk w kzzdym kolejnym miesigcu byt wiekszy od zysku z poprzed-
niego miesizez o 10% zysku z pierwszego miesiaca. Podaj z doktadnoscig do 1%,

o ile procent wigcej zysku miataby ta firma w przeciagu catego roku, gdyby zysk
2 kazdego kolejnego miesi

¢z byt 0 10% wyiszy od zysku z poprzedniego miesiaca.
28. Pan Jerzy wptacit 15 000 zt na trzyletniz lokate, ktérej oprocentowanie w Sto-
sunku rocznym wynosi 6%. “zpitzlizacjz odsetek odbywa sie co kwartal. Jaka kwota

bedzie dysponowat pan Jerzy po trzech latach? Uwzglednij 20-procentowy podatek
od dachodow kapitatowych.

30. Pani Ada wptacita 20000 2 na cateroletniz lokate, z potroczng kapitalizacja
S9setek. Jakie bylo roczne oprocentowanie te] lokaty, jeéli po czterech latach pani
~@2 miala n2 lokacie 23 433,18 217 Pomijamy podatek od dochoddw kapitatowych.

3 « Kombinatoryka

Reguta mnozenia i requta dodawania

3.1. Naile sposobéw mozemy utworzyc pare dziewczynka — chiopiec, jesli mamy
do dyspozycji cztery dziewczynki: Agatke, Beatke, Celinke i Dorotke oraz trzech
chtopcow: Edwina, Franka i Grzeéka.

Wypisz wszystkie mozliwe pary w tabeli.

3.2. Poniisza tabela przedstawia I —

Rl s 6 7 8 9
wszystkie mozliwe liczby dwucy- - | . o
frowe utworzone w taki sposéb, ze 1 16 17 18 19
cyfra dziesiatek jest cyfra ze zbioru 2 26 27 28 29

f \ ; ‘o

‘lf 2,3,4;, a3 q‘lfra Jedn95c1 ze 3 36 37 18 39
zbioru {6, 7, 8, 9. Narysuj drzewo, -
w ktorym gatezie przedstawiaja 4 46 47 48 49

wszystkie utworzone liczby.

3.3. lle jest liczb dwucyfrowych, w ktérych cyfra jednosci jest rowna 1 lub 2, zas

cyfra dziesigtek jest wieksza od 5? Narysuj drzewo, w ktorym gatezie przedstawiajg
wszystkie utworzone liczby.

3.4, lle jest liczb trzycyfrowych, w ktérych cyfra setek jest réwna 1, 2 lub 3; cyfra
dziesiatek jest liczbg podzielng przez 5, a cyfra jednoéci jest wigksza od 62 Narysuj
drzewo, w ktorym gatezie przedstawiaja wszystkie utworzone liczby.

3.5. Danesazbiory: X ={1,2,3}, Y = {4,5|,Z = {6,7,8,9,0}. lle jest liczb trzy-
cyfrowych, ktérych cyfra setek nalezy do zbioru X, cyfra dziesigtek — do zbioru Y,
a cyfra jednosci — do zbioru Z i ktére sa:

a) parzyste b) nieparzyste ¢) wigksze od 299?

W kazdym przypadku narysuj trzyetapowe drzewo przedstawiajace te liczby.

3.6. Dane sa trzy zbiory: A = {0,1,2, 3,,8=1{3,4,56, 7}, C=15%789.
lle jest liczb trzycyfrowych, ktérych cyfra setek nalezy do zbioru A, cyfra dziesiatek
—do zbioru B, a cyfra jednosci — do zbioru C i ktére sa:

a) podzielne przez 5 b) mniejsze od 300 ¢) nie mniejsze niz 2792
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5 tworzymy wszystkie mozliwe liczby dy,.
i sie powtarza. Zapisz W tabeli wszystkje
2b ma cyfrg dziesiatek mniejszq od cy-

4

7 joruA = {1,234

/. 2 cyfr ze zbioru 2 %

cyfrowe, przy czym cyfry' w llczbl:r:ms?h .

utworzone liczby. lle sposrod utw

fry jednosci? ” |
8, 9! tworzymy wszystkie moiliwe liczby dwucyfro.

=16,7, Q p;wtarzaé Zapisz w tabeli wszystkie utworzone

3 si .

b podzielnych przez 4?

3.8. Zcyfrzezbioru B
we, w ktorych cyfry n|‘e m‘og
liczby. Ile jest wérod nich licz

(0, 1,2, 3} tworzymy wszystkie Iiczb\'r trzycyfro.we, przy
e powtarzac. Narysuj drzewo, w ktorym galezie przed-
frowe. lle wsrad nich jest liczb podzielnych przez 37

3.9. 7 cyfr ze zbioru X = {0,
czym cyfry w liczbie nie moga si
stawiaja utworzone liczby trzycy

A=11234,5,6,78 9} wybieramy kolejno dwie rozne cyfry
3.10. zebioru A = {1, 2,3,4,5,6, /% Iy W7 %
i tworzymy liczbe dwucyfrowa. lle jest mozliwosci utworzenia

j liczby podzielnej przez 2?
a) takie] liczby dwucyfrowe) b) liczby p

3.11. lle jest punktow 0 wspolrzednych calkowitych (x, y), takich, ze x € (4, 20),
} e (0, 100)?

tymi, jesli:
)xy e (629 b)x< (0,10)y € (1,10) ¢ x € (3,23),y (9,39
3.13. Dane s zbiory: X = {1,2,3}, ¥ =1{4,5},Z= {0, 1, 2} 3,4, 5} lle jest'pa.lr
uporzgdkowanych (g, b) takich, ze liczba o jest elementem ZbIOI"U X |J§qnoczesnlf
liczba b jest elementem zbioru Z lub liczba o jest elementem zbioru Y i jednoczes-
nie liczba b jest elementem zbioru X?

3.14. Danesgzbiory: A = {0,1,2,3,4,5,6], 8 =6,7,8].Naile sposobéw'moi-
na wybra¢ pare liczb (o, b), gdzie a € A i b e B tak, aby suma o + b byla liczbag:
a) nieparzysta b) parzysta c) wieksz3 od 9?

3.15. Danesgabiory: A = {0,1,2,3,4}, B = {5,6,7,8, 9}. Naile sposobow mozna
wybrat pare liczb (g, b), gdzie a = A i b < B tak, aby iloczyn a - b byt liczba:

a] podzielng przez 7 b) parzysta c) podzielng przez 3?

3.16. W klasie Ill A jest 14 dziewczat i 16 chlopcow, a w klasie Il B — 17 dziew-
czat i 12 chlopcéw. Na ile sposobéw mozna wybrac dwuosobowg delegacje tych

dwach klas skladajaca sie 2 chlopca i dziewczyny tak, aby kazda klasa miata swego
przedstawiciela w tej delegacji?

> Kombinatoryka

3.17. Restauracja »Miedzynarodowa”
ni wegierskiej i 8 dan kuchni czeskiej
wybra¢ dwa rézne dania, z ktérych:
a) jedno nalezy do kuchni polskiej,
b) co najmniej jedno nalezy do kuc

serwuje 12 dan kuchni polskiej, 10 dan kuch-
- Na ile sposobéw moina w tej restauraci

a drugie nie nalezy do kuchni polskiej,
hni polskiej?

3.18. Pewna dama ma 14 réznych torebek, oraz 16 réinych par pantofelkéw
w roznych kolorach - wedtug tabeli umieszczone] ponizej.

Kolor czarny

Kolor brazowy | Kolor czerwony  Kolor bezowy
| Torebki 5

| 4 | 2 3
Pantofelki | 6 ' 3 2 5
Na ile sposobow owa dama moie skompletowa¢ pare torebka -
a) w jednym kolorze,

b) w dwoch réznych kolorach — w brazie i w bezu?

pantofelki:

3.19. Grupa pieciolatkéw z przedszkola z okazji Dnia Matki zaprosila swoje mamy
na przedstawienie, w ktérych Wystapig jako skrzaty, majace czapki w trzech kolo-

rach: czerwonym, niebieskim | zielonym. Liczbe oséb majacych czapke w danym
kolorze przedstawia tabela ponizej,

| Czapka czerwona Czapka niebieska

Dziewczynki | 7 \

| Chtopcy | 3

Czapka zielona
4 | 2
- 6 | 3

lle jest mozliwosci wyboru pary — dziewczynka, chlopiec, w ktorej:

a) obie osoby maja czapke w takim samym kolorze,

b) €o najmniej jedna osoba ma czerwong czapke?

3.20. Danyjest zbiér X = {1,2,3,4,5,6,7,8, 9, 10}
(a, b) takich, ze liczby a, b nalezq do zbioru X oraz:
a) liczba a jest mniejsza od 3 Iub liczba b jest wieksza od 7,

b) liczba a jest wieksza od b lub liczba b jest wigksza od liczby a,

c) liczba a jest nie mniejsza niz 4 i jednoczesnie liczba b
przez 5,

. lle jest par uporzadkowanych

jest podzielna przez 3 lub

d) liczba a jest liczbg pierwszg lub liczba b jest nie wieksza niz 67

3.21. lle jest liczb dwucyfrowych, w ktdrych zapisie wystepuje:
a) cyfra1i cyfra 7 b) cyfra 1 lub cyfra 77

3.22. lle jest liczb dwucyfrowych, w ktdrych cyfra 8 wystepuje:
a) tylko jeden raz b) co najwyzej jeden raz?
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Mat
torych:
3.23. lle jest hczbdwﬁc\”m"‘vcn'Wk !
3.23. lle je

j sta,
a) conajmniej jedna cyfra jest parzy

i ?
jedna cyfra ;ESI meparlysta.
e

b) co najmnie]

f tepuje tylko raz?
t h cyfra 3 wystgpuje tyl
2 i Arowych, w ktoryc
3,24, lle jest liczb trzycy
Aryct isi ra 0 wystepuje:
5 j cyfrowych, w ktorych zapisie cyfra 0 wystepuj
3,25, lle jest liczb trzycy o e i
a) co najwyzej raz )
i r tepuje:
3.26. lle jest liczb trzycyfrowych, W ktorych zapisie cvf a 1 wystepyj
)i (_O)‘naj\_NVVZE] raz b) co najmniej raz?
a
327, lle liczb dwucyfrowych podzielnych przez 3 moizna utworzyc z cyfr;
]'i-24.578 b)0,1,23 4,567
d P& 1+ 7

3.28. lle liczb dwucyfrowych
a) parzystych b) podtielnych przez 4
d 5

moina utworzy¢ 2 ¢yfr 0, 1,2, 3,4, 5,67

3.29. lle liczb dwucyfrowych podzielnych przez 6 mozna utworzy¢ z cyfr
10,1,2,3,4,56,7]?

3.30. lle jest liczb dwucyfrowych:

a) podzielnych przez 2 lub przez 3,

b) podzielnych przez 4 lub 7,

¢) wiekszych od 40 lub podzielnych przez 8,

d) podzielnych przez 2 lub S i niepodzielnych przez 6?

Wariacje

3,31, e jest licab trzycyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2,3,4,5, 6, 7, 8, 97

3.32. lle pigcioliterowych kodéw moina utworzyc 7 liter A, B, C?

3.33. Oblicz, ile jest czterocyfrowych:
a) liczb b) kodéw PIN,
w ktorych cyfry MOgq si¢ powtarzac,

3.34. Naile sposobow sekretarka moze

wrzucic do trzech réinych szuflad 4 listy
zaadresowane do réznych oséb?

e

3. Kombinatoryka

3.35. Oblicz, ile jest liczb siedmiocyfrowych, utworzonych tylko z cyfr bedacych
liczbami pierwszymi.

3.36. Oblicz, ile jest liczb szesciocyfrowych, utworzonych:

a) tylko z cyfr nieparzystych b) tylko z cyfr parzystych.
3.37. Do zamku na gérze prowadza 4 rézne szlaki. Na ile sposobow turysta moze

wejs¢ na gorg i wréci¢ z powrotem, jesli zamierza zejé¢ z géry innym szlakiem, niz
na nig wejse?

3.38. Przedsigbiorca chee produkowa¢ choragiewki sktadajace sie z trzech pozio-
mych pasow réwnej szerokosci, kazdy w innym kolorze. lle rodzajéw takich chora-
giewek moze produkowaé, jesli ma do dyspozycji 8 koloréw?

3.39. Oblicz, ile jest liczb trzycyfrowych, zbudowanych z cyfr nalezacych do zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8, 9}, jesli cyfry w liczbie nie moga si¢ powtarzac.

3.40. Oblicz, ile jest liczb trzyeyfrowych, w ktdrych cyfry w liczbie nie moga sie
powtarzac, jesli s3 one zbudowane tylko z cyfr

a) bedacych liczbami nieparzystymi b) bedacych liczbami parzystymi.

3.41. lle jest czterocyfrowych:
a) liczb b) kodow PIN,
w ktdrych cyfry nie moga sie powtarza¢?
3.42. Pewna firma chce produkowa¢ ulotki, ktérych kazda ze stron ma mie¢ dwu-

kolorowe tto: gérna potowa danej strony ma mie¢ inny kolor, niz dolna potowa. Ile
jest wzordw takich ulotek, jesli firma ma do dyspozycji 7 koloréw?

3.43. Naile sposobéw moina wrzuci¢ § ponumerowanych kul do 6 réznych szu-
flad, jezeli:
a) kule wrzucamy dowolnie,

b) kazda kula ma trafi¢ do innej szuflady?

3.44, Kazdej z pieciu osdb przyporzadkowujemy dzien tygodnia, w ktdrym sie
urodzita. lle jest mozliwych wynikéw takiego przyporzadkowania, jezeli:

a) kazda z tych oséb mogla urodzi¢ si¢ w dowolnym dniu tygodnia,

b) kaida z tych oséb urodzila sie w innym dniu tygodnia?

3.45. Kaizdemu spoérdd czterech uczniéw przyporzadkowujemy oceng roczng
Z matematyki. lle jest mozliwych wynikéw tego przyporzadkowania, jezeli:

a) kazdy z uczniéw bedzie miat inng ocene,

b) kazdy z uczniéw moze uzyskac dowolng oceng?

51
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g catery osoby. podjezdza sklad ztozony 7 sied.

- Srerie c2eka) na po{la I - 25
8 supere ¢ osoby MOgd wsigs¢ do pociagu, jesli:
sw. Na e spOSObOW czeka)jqc
miy Wagone s e
a) kaida znichma wsigéc do innego wagjo
b) kasda z nich wybiera wagon dowolnie
fugujac sie literami nal
y . mozna utworzye, pos ..
3.47. tle szesc Sliterowych Napisow

\iedlic
s3cymi do zbioru 1A B, ¢, D, EF G H I &

2l litery mOg]q Si€ powtarzac
b) litery e mogd $I¢ powtarzac?
8 Na parterze wiezowcd majacego 8 pigter do windy wsiada 5 0s6b. Na ile
: te osoby MOgY wysiasc na pig

= bo trach, jesli:

osobOw

kaida 2 tych oséb wybiera pigtro dowolnie, ‘ ’
ysiada na czwartym, piatym lub sz0stym pigtrze,

b
E\
| kazda 2 tych 0s0b W
) 1adne dwie osoby nie wysiadajg na tym samym pigtrze,
iedna osoba wysiada na siopdmym pigtrze.

d) co najmniej j sinvch pletrach
Pomiiamy kolejnos¢ wysiadania z windy na poszczegolnych pIGirach.

[}

3.49. Numer karty platniczej MasterCard sklada sig z 16 cyfr. Pierwsza cyfrq jests,
';f.,,;q jednazeyfr:1,2,3,4, 5. 2akladamy, e pozostale cyfry moga byc¢ dowolne.
lle jest numerow kart ptatniczych MasterCard?

lle jest liczb trzycyfrowych o roznych cyfrach i jednoczesnie:
3) nieparzystych b) parzystych?
3.51. lle jest numerow telefonow stacjonarnych, skladajacych sig z 7 cyfr takich, ze:
3) pierwsz cyfryjest 6, a pozostale cyfry sg rozne od 6 i rozne migdzy sobq,
b) trzy poczatkowe cyfry 53 wigksze od 5, a pozostate — mniejsze od 6,
¢) dwie poczatkowe cyfry sq liczbami nieparzystymi, a pozostale cyfry sq réznymi
liczbami parzystymi,
d) pierwsza i ostatnia cyfra to jednakowe liczby pierwsze, a cyfra 7 wystgpuje tylko
jeden raz?

3.52. lle jest telefonicznych numerow komarkowych, skladajacych sig z dziewigciu

cyfr takich, ze

a) pierwszg cyfrg jest 5 lub 6, trzeciq cyfrg jest 0, a pozostale cyfry nie sq ani piatka,
anl s26stkg, ani zerem,

b) kazda cyfra jest inna i na pierwszym miejscu nie wystgpuje 0,

¢) kazda kolejna cyfra tego numeru jest liczbq o 1 mniejszq od poprzedniej,

d) pierwsza, trzecia, pigta, siodma i dziewiqta cyfra jest taka sama i jest liczbq
nieparzysty, 204 pozostale cyfry sq roznymi liczbami parzystymi?

3, Kombinatoryka

3.5I3, lle liczb c'z(erocvfrowvch nieparzystych, w ktorych wszystkie cyfry sq raine,
mozna utworzy¢ zcyfr1, 2,3, 4,5, 6, 72

3"59' le liczb PiQCiocvfmeCh parzystych, w ktorych wszystkie cyfry sg rozne,
mozna utworzy¢ z cyfr1, 2,3,4,5 6,7, 8,9

B.SS._ lle jest liczb lrzycy'lfrpwvch o roinych cyfrach, utworzonych z cyfr nalezacych
do zbioru {4, 5, 6,7, 8,9} i jednoczeénie wiekszych od 6667

%'56', lle jest liczb trzycyfrowych o réinych cyfrach, utworzonych z cyfr nalezacych
do zbioru {1, 2,3,4,5,6,7| ijednoczesnie mniejszych od 4447

5.5}’.‘ lle jest liczb trzycyfrowych o roznych cyfrach, utworzonych z cyfr nalezacych
do zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9] i jednoczesnie mniejszych od 7807

3580 lle jest liczb trzycyfrowych o réinych cyfrach, podzielnych przez:
a) 25 b) 42

3.59. lle jest liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach i jednoczesnie:
a) podzielnych przez 25 b) wigkszych od 52387

2.60. e jest liczb pigciocyfrowych o roznych cyfrach i jednoczesnie:
a) podzielnych przez 4 b) wigkszych od 60 000?

Permutacje
3.61. oblicz:
a)al-21-3l b) 5! - 214l J -2
83l
12| 9171 (o’
—_— — ' _—
9 101-41 ) 6!’ ) 101-(81)°

3.62. Doprowadi wyrazenie do najprostszej postaci wiedzqc, ze n < N.

N _ (n+3)!

A (2o n, n -1 b) (20 + 1)(20)! q e
d) Q"f,zﬂ e) _(n-_o_d)l_(}_n)! f (ﬂil_””,

(2n)! 3n(n +3)! (n2)!

W\
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3.63 w osoby A, B, C W ?. Wypisz wszystkj
I sobow mozna ustawic 0soby A, B szeregu yp ystkie
3.63. Naile spo:

moiliwe permutacje tych osob.

bow Marek moze wyslac pig¢ roznych widokowek z wakacji do
3.64. Naile sposo

pigciu swoich kolegow?

i i si iu chlopcéw. Na ile sposobow moina
i wczat i siedmiu €
3.65. Mamy siedem dziev
utworzyc:
a) siedem par dziewczyna ol
b) jedng parg taneczng dziewczyna — chlopiec?

_ chlopiec do wspolnego tanca,

3.66. W biegu finalowym uczestniczy osmiu sprinterow. Na ile sposobow mogy
& : ¢ . . b
oni zajac kolejne miejsca, jesli wszyscy ukoncza bieg?

3.67. Naile sposobow mozna ustawic w szereg grupe zlozong z pigciu dziewczat
i picciu chlopcow tak, aby: .

a) od lewej staly najpierw wszystkie dziewczeta,

b) dwie osoby tej samej plci nie staly obok siebie?

3.68. Siedmiu chlopcow i pigc dziewczat maja 12 bi!etc‘;w .do kina: 5‘ biletéw
na miejsca w IX rzedzie i 7 biletow na miejsca w X rzedzie. Na ile sposobow mogg
2aj3¢ te miejsca:

a) dowolnie,

b) tak, aby wszystkie dziewczeta siedzialy w IX rzedzie, .

¢) w obu rzedach na zmiane: chlopak, dziewczyna, chlopak, dziewczyna, itd.?

3.69. W liceum uczq sie po 4 klasy pierwsze, drugie, trzecie i czwarte. Na ile spo-
sobow mozna potozyc na biurku jeden na drugim dzienniki lekcyjne tych klas, jesli:
a) na samym spodzie majg lezec wszystkie dzienniki klas pierwszych,

b) na samej gorze leza dzienniki klas A, nizej dzienniki klas B, jeszcze nizej dzienniki
klas C i najnizej dzienniki klas D?

3.70. Mamy 5 ksiqzek, w tym ksigzki A i B. Ustawiamy je losowo na pustej pélce,
jedna obok drugiej. Na ile sposobow moizna ustawic je tak, aby:
a) ksiaki A i B nie staly obok siebie,

b) pomigdzy ksigzkami A i B staly dwie inne ksigzki?

3.71. Szei¢ osob, ktdre oznaczymy literami A, B, C, D, E, F, ma zaja¢ szesc sasied-
nich miejsc w jednym rzedzie w kinie. Na ile sposobow moga one usigsé, tak aby:
a) osoby D, £ siedzialy obok siebie w podanym porzadku,

b) osoby A, B, C, D siedzialy obok siebie w podanym porzadku,

> Kombinatoryka

c) osoby A, B, C siedzialy obok siebie w dowolnym porzadku,
d) miedzy osobami A i B siedzialy dwie osoby?

3.72. Naile sposobéw mozna ustawi¢ w szereg 8 osob tak, aby:
a) osoby A, B, C zajmowaly odpowiednio plerwsze, drugie i trzecie miejsce w tym
szeregu,

b) osoby A i B staly obok siebie oraz pomigdzy ta parg 0sdb a osoba C staly dwie
inne osoby,

c) osoby A B nie staly obok siebie,
d

-

osoba A stala pierwsza w szeregu, a w dalszej czgsci szeregu osoba B stala
blizej A niz osoba C?

3.73. lle jest liczb siedmiocyfrowych o réznych cyfrach nalezacych do zbioru
{3,4,5,6,7 8,9} i jednoczesnie:
a) mniejszych od 5 000 000 b) wigkszych od 6 500 000?

3.74. lle jest liczb pigciocyfrowych, zbudowanych z roznych cyfr nalezgcych
do zbioru {0, 1, 2, 3, 4} i jednoczesnie:
a) nieparzystych b) podzielnych przez 5?

3.75. lle jest liczb siedmiocyfrowych, o niepowtarzajacych sie cyfrach nalezacych
do zbioru {0, 1,2, 3, 4, 5, 6} i jednoczesnie:
a) parzystych b) podzielnych przez 47

3.76. lle jest liczb szesciocyfrowych o réznych cyfrach nalezacych do zbioru
{0,1,2,3,4, 5} i jednoczesnie:
a) podzielnych przez 5 b) podzielnych przez 257

3.77. Przy okraglym stole ustawiono 6 jednakowych krzesel. Na ile sposobdw
moze usigsc przy tym stole 6 oséb, tak aby:

a) osoby A i B siedzialy obok siebie,

b) osoby A i B usiadty naprzeciwko siebie,

¢) migdzy osobami A i B siedziala tylko osoba C,
d)

<=

osoby A i B siedzialy naprzeciwko siebie i jednocze<nie osoby C i D siedzialy
naprzeciwko siebie?

Uwaga: Dwa rozmieszczenia przy stole uznajemy za rozne, jezeli w tych rozmiesz-
czeniach co najmniej jedna osoba ma réznych sasiadéw z co najmniej jednej strony.



Prazy okraglym stole ustawiono 12 krzesel. Na ile sposobow moze usigs¢ pray
rzy

tym stole 12 osob, tak aby:

a) osoby A, B usiadly obok siebie, -

b) osoby A, B usiadly naprzeciwko siebie, .

c) miedzy osobami A, B siedziaty tylko dwie osoby, » .

d) osoby A, B siedziaty naprzeciwko siebie i jednoczesnie osoby C, D siedzialy
zeciwko siebie? . ’ o ,
Uwzzg-rowa rozmieszczenia przy stole uznajemy za rozne, ]eS|IAW tych rozmieszcze-
niach c.o najmniej jedna osoba ma roznych sasiadow 2z co najmniej jednej strony,

3.79. W przedziale wagonu kolejowego jest osiem ponumerowanych mliejsc od1
do 8 w dwoch jednakowych rzedach. Do przedzialu wchodzg cztery dZIE.WC‘zvny:
Ala, Julka, Kornelia i Maja oraz czterech chiopakow: Ant_ek, Janek, Kacper i Michal.
Na.ile sposobow te osoby moga zaja¢ miejsca w przedziale:

a) dowolnie,

b) tak, aby dziewczeta siedzialy na miejscach o numerach parzystych,

¢) tak, aby Julka i Antek siedzieli obok siebie,

d) tak, aby naprzeciwko siebie siedziaty osoby, ktorych imiona zaczynaja sie tg samg
literg?

.80, Stonoga - wbrew nazwie — ma tylko siedem par nog. Na nogi mg wiozyé
siedem par kaloszy (kazda para jest w innym kolorze). Na ile sposobow moze to zro-
bi¢, jesli:

a) nie rozroznia koloréw ani butow lewych i prawych,
b) rozréznia kolory (na kazdg pare nég wiozy buty w tym samym kolorze), lecz nie
rozroznia butow lewych i prawych,

c) nie rozroznia kolorow, lecz rozréznia buty lewe i prawe,

d) rozroznia kolory i rozroznia buty lewe i prawe?

) (7] ;] 9 (3)-(3)
. ‘ui "13J
d){z—\d e)% f)%
e H

3 K nw\hmﬂtgwkﬂ

Doprowadi Wyrazenia do na
(n |72J
b) L3 )
n+1
2
. Wyznacz n wiedzac, ze n e N.:

e[ (o

jprostszej Postaci, wiedzac, e = N:

n-1 2n-2

3.84. Oblicz, ile jest tréjelementowych podzbioréw zbiory szescioelementowego.

i.SS’b Oblicz, na ile sposobow mozna wybra¢ czteroosobowq delegacje z grupy
0s6b.

3.86. Zgrupy 3 kobiet i 4 mezczyzn
wyboru, aby wsréd wybranych oséb
a) byty same kobiety,

b) byli sami mezczyini,

¢) byly dwie kobiety i jeden meiczyzna?

wybieramy trzy osoby. lle jest takich sposobéw

3.87. Na ptaszczyznie zaznaczono n (

n > 2) punktéw, z ktérych dowalne trzy nie
byty wspétliniowe. Punkty te wyznacz

vty 36 prostych. Oblicz n.

3.88. Na egzaminie byto n tematéw

(n > 2), 2 ktérych student losowat dwa.
Oblicz n, wiedzac, ze student miat 190 m

oZliwosci wylosowania zestawu tematow.

3.85. W turnieju szachowym kazdy z zawodnikéw rozegrat z kazdym dwie partie.
llu byto zawodnikow, jesli rozegrano w sumie 42 partie?

3.90. W pudetku znajdujq sie cztery ponumerowane kule: 2 biale i 2 czarne. Naile
Sposobdw mozna wybra¢ 2 kule, wérdd ktérych co najwyzej jedna bedzie czarna?
a) Wypisz wszystkie mozliwosci.

b) Dlaczego liczby sposobéw w punkcie a) nie mozna obliczyé w nastepujacy spo-

2 ) . )
sob: wybieramy jedna kule biata na [1] sposoby i druga kulg jakakolwiek z po-

3 - <
zostatych kul na ( ) sposoby, czyli razem mamy 2 - 3 = 6 sposobéw?
1
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- pior ma 211, €0
01 pewien niepusty 2 .
3.91 Pe on 2bi6r?

lle clementow ma t
ost 15 dziewczat i

3.92. W klasie J gacje. Na ile

wybrac czteroosobow dele|
legacji znalazly sie: _

a) tylko dwie dziewczynki,
b) co najmniej dwie dzicwczynkl.,
¢) co najwyiej dwie dziewczynki?

3

;ﬂelegacji 7 tej grupy, tak aby: -
a) znalazly sie tam o najwy?q .
b) znalazla sig tam co najmruej‘ ]L’dr\ ko
c) znalazly sig tam 0O najmniej dwie I ni
3.94. W klasie jest 8 chlopcow i 9 dzi
moiliwych sposobow wyboru tych czter
a) byli sami chlopcy

c) byly trzy dziewczynki i jeden chlopiec

3.90

delku zdjecia ze wspolnych wakacji.

16 chlopcow. S

3.93, Wgrupie 20 os6b jest 12 kobiet. lle

95. Rodzina skladajaca sie z rodzicow i trojga dzieci: Ady,

Klasa 3 Zakres podstawowy

najwyzej dwuelementowych podzbioréw,

posrod uczniow tej klasy trzeba

5posobow moina to zrobi¢, tak aby w de-

jest sposobow wybrania pigcioosobowej

dwie kobiety,
a kobieta,

o wiecej niz cztery kobiety?

ewczat. Wybieramy cztery osoby. Ile jest

ech os6b, tak by wsrod nich:
b) polowg stanowily dziewczgta
d) byl co najmnie] jeden chlopiec?

rych 2najduja si¢ tylko wymienione osoby.

dai Cala Ada, Maja
Rodzice 1 zina i Filip
2 3 4

Ada 1 Ada Maja
i Maja iFilip | iFilip
5 | 6 “ 7

Mai i Filipa majg w pu-
W tabeli przedstawione sq liczby zdje¢, na kto-

Oblicz, na ile sposobéw moina wybrac trzy zdjecia do oprawy w ramki tak, aby:
a) na jednym zdjeciu byli tylko rodzice, na drugim bylo tylko troje dzieci, a na trze-

cim - cala rodzina w komplecie,

b) na kazdym wybranym zdjeciu bylo co najmniej dwoje dzieci,

¢} na co najmniej dwéch zdjeciach byla

Ada,

d) rodzice byli co najwyzej na dwéch zdjeciach,

3.96. W pudelku znajdujq sie ponumerowane kule: 7 biatych, 2 czarne i 1 zielona.

Na ile sposobéw mozna wybraé dwie ku
a) kule byly roznych koloréw
¢) kule byly tego samego koloru

le tak, aby:
b) abie kule byty biate
d) przynajmniej jedna z nich byla biata?

3. Kombinatoryka 59

3.97. W szufladzie znajdujq sig rozroznialne cienkopisy: S zielonych, 4 czarne
i 6 niebieskich. Na ile sposobdéw mozna wybraé trzy cienkopisy tak, aby:

a) kazdy z nich byt innego koloru,

b) wszystkie byly tego samego koloru,

c) tylko dwa z nich byly tego samego koloru?

3.98. Na biurku leza ponumerowane kartki w rdznych kolorach: 3 kartki czerwone
z numerami od 1 do 3, 5 kartek z6itych z numerami od 1 do 5, 6 kartek niebieskich
2 numerami od 1 do 6 i 7 kartek bialych z numerami od 1 do 7. Na ile sposobow
mozna wybrac cztery kartki tak, aby:

a) wszystkie byly tego samego koloru,

b) co najwyzej jedna kartka byla biala,

¢) mialy réine numery od 1 do 4,

d) co najmniej dwie miaty parzysty numer?

3.99 7 talii 52 kart losujemy cztery karty. Ile jest mozliwych wynikéw losowania,
jesli wérad tych czterech kart maja byc:

a) dwie damy i dwa asy,

b) trzy karty mtodsze od dziewiatki i jeden kral,

c) trzy figury (ﬁgury to: as, dama, krél i walet) i jedna karta nie bedqca figurq?

3,100. Ztalii 52 kart losujemy cztery karty. lle jest mozliwych wynikéw losowania,
jesli wéréd nich majq byc:

a) tray kiery,

b) co najwyzej trzy kiery,

c) dwa kiery, jeden pik i jeden trefl?

Test sprawdzajgcy do rozdziatu 3.

1. lle istnieje podzbioréw zbioru czteroelementowego?
A. 10 B. 12 C.14 D. 16

2. Pewna firma cateringowa ma w ofercie danego dnia trzy rozne zupy, dwa drugie
dania i dwa desery. Na ile sposobéw mozna wybra¢ jeden zestaw obiadowy, skta-
dajacy sie z zupy, drugiego dania i deseru?

A. na 12 sposobdéw B. na 10 sposobow

C. na 8 sposobow D. na 7 sposobdw

3. lle jest mozliwych rozmieszczen trzech réznych dlugopisow w dwach szufladach?
A.9 B. 8 C.6 D.5
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T j iec frach‘
Lo lle jest liczb t ZYCV‘I’OW\'C ofr tepOWtha]aCVCh sig ¢y ?

. D.8-8.7
A10-9-8 B.9-8-7 cos®

| liczb naturalnych wigkszych od 150 i jednoczesnie mniejszych od 900,
5. lle jest licz

jest rowna 17

) dzielenia przez 4 jest row
ktor\s/ceh reszta z e " s e
A1 .
5 lle jest liczb trzycyfrowych, W 2apisie ktorych wystepuje jedna cyfra 1 jedna
5. lle jest liczb trz ,

fra@?
;y ;a B. 16 c.24 D.32

7. Na przyjeciu spotkalo sig & 0sab, przy czym kazda osoba przywitata sie z kazdg
inn osoba. Liczba wszystkich powitan byla rowna:

A9 B.12 c.15 0.18

3. Naile sposobow mozna 4 dziewczynkii 4 chlopcow potaczy¢ w pary dziewczyn-
ka - chlopiec, jesli pominiemy kolejnosé par i kolejnos¢ osob w parze?
A. na 4 sposoby B. na 8 sposobow

C. na 16 sposobow D. na 24 sposoby

9. lle jest mozliwosci ustawienia 8 0sob w dwach rzedach po 4 osoby w jednym
rzedzie?

(8) 2)(8) .
: D.24-41-4l
A. 8! B, 14 ¢ \\1“41

"
_ lle jest liczb naturalnych, ktore spelniajg nieréwnosc L _J< 15?2

A6 B.S C.4 D.3

itérzeniowe do rozdziatu 3.

11. Zezbioru |1,2,3,4,5) wybieramy dwie cyfry ze zwracaniem i tworzymy liczbg
dwucyfrowa. Zapisz w tabeli wszystkie liczby, jakie mozemy w ten sposob otrzymac.
lle jest wsrad nich liczb podzielnych przez 3?

L2, Ze zbioru cyfr |0, 1, 2, 3} wybieramy kolejno trzy cyfry bez zwracania i two-
rzymy liczbg trzycyfrowa. Postugujac sie drzewem wypisz wszystkie liczby, jakie
mozemy w ten sposob otrzymac. lle jest wérdd nich liczb parzystych?

3. Kombinatoryka

13. W klasach trzecich szkoly podstawowej zorganizowano koto taneczne, na ktare
uczeszczajq dzieci wedlug tabeli zamieszczonej ponize).

| Klasa

CoMa b e |
|Dziewczgta 5 6 | 9 ‘
| Chtopcy 10 3 | 7 ‘

Na ile sposobow mozna utworzy¢ pare dziewczynka — chlopiec, jesli dzieci w tej
parze:
a) maja chodzi¢ do tej samej klasy,

b) maja chodzi¢ do klasy Illa lub do klasy IIib?

14, W szufladzie znajduja sie roine czapki, szaliki i pary rekawiczek. Tabela ponize]
opisuje liczby tych czapek, szalikow i par rekawiczek wedlug kolordw.

Kolor czarny | Kolor niebieski | Kolor zielony

' Czapki _ 3 | 4 | 2
saaliki 1 ‘ 2 ; 3
Pary rekawiczek 2 | 1 1

1

Oblicz, na ile sposoboéw mozna wybrac jedng czapke, jeden szalik i jedna pare
rekawiczek:

a) w jednakowym kolorze,

b) tak, aby czapka i szalik byly w tym samym kolorze, a para rekawiczek — w innym
kolorze,

c) w roznych kolorach?

15 W pewnej grupie osob wszyscy czytajg klasyke, z czego 14 0séb uwielbia liryke,

3 20 oséb chetnie czyta proze. Oblicz, ile osob liczy ta grupa, jezeli 9 sposrdd nich
czyta zaréwno liryke, jak i proze?

16. lle jest liczb w zbiorze {1, 2, 3, 4, .., 2021}, ktdre sa:
a) podzielne przez 2 i przez 3,

b) podzielne przez 3 lub przez 4,

c) podzielne przez 5 i jednoczesnie niepodzielne przez 77

17. Oblicz, ile jest liczb dwucyfrowych, ktdrych cyfry naleza do zbioru {0, 1, 2, 3, 4}
i jednoczesnie suma tych cyfr:
a) jest wigksza od 3 b) jest liczbg podzielng przez 4.

18. Oblicz, ile jest liczb dwucyfrowych, o roznych cyfrach nalezacych do zbioru
(0,1, 2,3, 4, 5} i ktérych iloczyn cyfr:
a) jest mniejszy od 8 b) nie jest podzielny przez 5.

61
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liczb dwucyfrowych utworzonych 2 roinych cyfr naleiaeych
blicz, ile jest ! . wore

5 O | 1,234,567 8,9 i jednoczesnie ‘ »

it b) nie wigkszych 0

; pa”VStVCh dzielnych przez 7.

) niepodzielnych prez 3 d) po

merow telefonow komarkowych (numerow dziewieciocyfro-

20. Oblicz, ilejestnu

wych), ktorych:

a) pierwsza cyfrajest cyf. K
da z pozostalych cyfr jest rpz

b) poczatkowe 4 cyfrysa Lolemy
a2 ostatnie trzy cyfry s kolejny

ra wieksza od 6, ostatnie cztery cyfry sa jednakowe, a kai-

na od innych cyfr, ' . A
mi liczbami nieparzystym, ustawionymi malejaco,

mi liczbami parzystymi, ustawionymi rosngco,

3 8 0sab, wsrod ktorych sa osoby A i B, posadzic:

y osoby AiB byly rozdzielone dwiema innymi osobami,
by A i B siedzialy naprzeciw siebie? Przyjmij,
kraglym stole sa rozne wtedy, gdy co naj-
mniej jednej strony.

21, Naile sposobow mozn
a) wjednym rzedzie tak, ab
b) przy okraglym stole tak, apy 050
ze dwa umiejscowienia osob przy 0 :
mniej jedna z tych 0sob ma innego sasiada z co naj

22. Na ile sposobow moina wrzucic S piteczek w réznych kolorach do trzech po-

numerowanych szuflad:

a) dowolnie,

b) tak, aby co najwyzej jedna piteczka byla w pierwszej szufladzie?

23. Oblicz, na ile sposobéw moina wybra¢ sposrad 4 dziewczat i 3 chiopcow
dwuosobowa delegacje, w ktorej bedzie:

a) tylko jeden chtopiec b) co najmniej jedna dziewczyna

24. W skrzyni znajduje sie 12 pilek roznej wielkoéci, w tym 5 czerwonych, 4 nie-
bieskie | 3 biale. Oblicz, na ile sposobdw moina wybrac trzy pitki:

a) kazdg w innym kolorze,

b) wszystkie w jednakowym kolorze,

c) z ktérych tylko jedna jest czerwona,

d) z ktérych dwie sq biate.

4. Czworokgty

Podziat czworokgtéw. Trapezoidy

4.1. Oblicz miary katow czworokata, jesli:

a) pierwszy kat jest o 20° mniejszy od drugiego, trzeci kat jest o 70° wiekszy
od pierwszego, a czwarty jest sredniq arytmetyczng trzech pozostatych,

b) miary kolejnych katéw pozostajq w stosunku2:3:5:5,

c) miara kqta drugiego stanowi 75% miary kata pierwszego, kat trzeci jest o 25%

wiekszy od kata drugiego, a miara kata czwartego stanowi 23 miary kata
16

pierwszego.

4.2. Oblicz miary katow czworokata ABCD, wiedzqc, ze:

a) przekatna AC zawiera sig w dwusiecznej kata przy wierzchotku A i w dwusiecz-
nej kata przy wierzcholtku C oraz kat ACB jest o 20° mnlejszy od kata DAC,
a kat ADC jest o 50° wigkszy od kata CAB,

b) przekatna AC zawiera sig w dwusiecznej kata przy wierzchotku A oraz suma
miar katow DAC | DCA jest réwna 90°, kat DCA ma miare dwa razy wiekszg
niz kat ACB, a kat ABC jest o 60° wiekszy od kata DAC.

Czy czworokat ABCD jest deltoidem? Odpowiedz uzasadnij.

4.3. Jedna przekatna pewnego czworokata dzieli ten czworokat na dwa tréj-
katy o obwodach 20 cm i 40 cm, a druga — na dwa trojkaty o ocbwodach 30 em
i 50 cm. Wiedzac, ze suma dlugosci przekgtnych jest rowna 26 cm, oblicz obwod
tego czworokata.

4.4, Kawalek czworokatnego materiatu o obwodzie 3 m przecieto wzdtuz jednej
z jego przekatnych. Powstaly dwie chusty w ksztalcie trojkata réwnoramiennego:
pierwsza o obwodzie 1,8 m, a druga o obwodzie 2,8 m. Linia rozcigcia stanowi podsta-
we pierwszego trojkata, a dla drugiego jest ramieniem. Wyznacz wymiary obu chust.

4.5. Z dwoch cienkich listewek o dtugosciach 0,8 m i 1,05 m wykonano szkielet
latawca, Dluisza listewka wyznacza o symetrii krotszej listewki i jest podzielona
przez punkt przeciecia sie z krétsza listewka na odcinki, ktorych dlugosci majq sig do
siebie jak 2 : 5. Nastepnie korice tych listewek potaczono kolejno 2ytka, wyznaczajac
W ten sposdb boki latawca. Oblicz diugos¢ tej 2ylki.

2]
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o4 y
h AC i BD czworokata ABCD, wykorzystujqc dane fvapezil
Oblicz diugos¢ przekatnye
unku ponizej: . |
na rys 2 b) 4.11. W trapezie ABCD, Edye AB || €D, miara kata pray wierzcholku 8 jest o 25%
! — wigksza od miary kata przy wierzchotku A, natomiast miara kata przy wierzchotku ¢
‘f jest 0 13° mniejsza od miary kata przy wierzcholku D. Wyznacz miary katéw tego
Wa | trapezu.
? -9 . , . )
‘ 4.12. Miary katow kolejno przy wierzcholkach A, 8, C, D trapezu ABCD two-
| rza cigg arytmetyczny o roznicy 20°. Wyznacz katy tego trapezu.
|
’ | 7 4.13. W caworokacie wypuklym ABCD kat przy wierzcholku A jest prosty, zas
\ ) | kat przy wierzchotku B jest réwny 50°. Wykaz, ze jesli kat BCD jest o 40° wiekszy
] [ od kata ADC, to czworokat ABCD jest trapezem prostokatnym, ktorego kat roz-
9 . warty ma miare 130°.
B | ‘
i 4.14. Trapez ABCD jest prostokatny. Na podstawie danych na rysunku ponizej
’ podaj miarg kata ostrego trapezu i diugos¢ dluzszej podstawy AB.
’ 5 3o : g b) 5
Odcinek AB jest podstawg trojkata rdwnpramier?nego ABC. Srodkowe AM i
i CN tego trojkata przecinaja sie W punkcie S. Wiedzac, ze |SM\ =2,50raz |SN| =3, 2
oblicz dlugosci przekatnych czworokata wklestego ABCS. |

Boki trojkata ABC maja dlugosci: |AB| =7, |Bc| =5, |AC| = 8. symetralne

bokow trojkata ABC przecinaja sig w punkcie O. Wyznacz: | 2 4.15. Wykaz, ze jesli krotsza podstawa trapezu réwnoramiennego ma taka sama

a) miare kata wklgstego AO8, dlugosé, jak jego ramiona, to przekatne tego trapezu zawierajg sie w dwusiecznych
b) diugoic przekatnej OC czworokata wklgsltego AOBC. katow przy diuzszej podstawie.

1.9. W deltoidzie ABCD kat przy wierzchotku A jest rézny od pozostatych katéw, 2 4.16. W trapezie réwnoramiennym ABCD przekatna AC tworzy z ramieniem BC
a miara tego kata jest srednig arytmetyczng miar pozostatych katow. Wiedzac, kat prosty i jest jednoczesnie dwusieczna kata przy wierzchotku A. Wykaz, ze:

ie |BD| = 8 oraz |AC| = 7, oblicz: a) katy ostre trapezu maja miare 60°,

a) dlugosci bokow deltoidu ABCD, b) jedna z podstaw tego trapezu jest dwa razy dfuzsza od drugiej.
b) przyblizone miary katow tego deltoidu przy wierzcholkach 8, C i D.
4.17. W trapezie rownoramiennym krétsza podstawa i ramiona maja jednakowq

1.10. Dwa boki deltoidu majgq diugosc 2\6, a pozostate dwa majq diugos¢ d'uEO%?’ ré\{vnals cm. Wiedzac, ze kat rozwarty trapezu jest réwny 120°, oblicz
S ) dtugos¢ dluzszej podstawy trapezu.
3V4+22. Wiedzac, ze kat deltoidu lezacy miedzy dwoma dluzszymi bokami

ma miarg 45", oblicz miarg kata deltoidu lezacego migdzy dwoma krotszymi bokami. 4.18. Kat ostry trapezu réwnoramiennego jest rowny 60°. Wiedzac, ze wysokos¢

trapezu jest réwna 3\/5 cm, a diugos¢ przekatnej wynosi 2419 cm, oblicz obwad
tego trapezu.
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o majg miarg 45°, a wysokoé¢ jegy

e trapezu rownoramienneg
8 +812) em, oblicz dlugog;

4.19. Katy ostr

rowna 4 cm Wiedzac ze obwod trapezu wynosi (l

bokow tego czworokata.

sci E]t B Y osl 5 cm, a di i 2
4,20, Réinica dlugosc podstaw trapezu pfOSlOk ne 0- W ’n
mie éil 0§C{ 13 Zml Wiedzqc, 2¢ \VysOkOS‘é trapezu | krotsza podstawa pozo.
ramig ma dlug 5

staja w stosunku 3 : 4, oblicz dlugosc! podstaw tego trapezu.

m suma dlugosci krotszej podstawy i wysokoéc;
dluiszej podstawy i dluzszego ramienia wyngs;
tna ma dlugosé 13 cm, oblicz:

b) dlugos¢ dluzszej przekatnej.

4.21. W trapezie prostokatny
jest rowna 17 cm, a suma dlugosci
29 ¢cm. Wiedzac, ze krotsza przek

a) dlugosci bokow trapezu

4.22. Krotsza podstawa trapezu mad dlugosc 1 cm, a w_ysokoéé [.rapezu jest
rc;wn;'a 3 cm. Wiedzac, ze katy przy dluzszej podstawie sq rowne 301 45°, oblicz:
a) obwaod trapezu b) dlugosci przekatnych trapezu.

4.23. Obwod trapezu ABCD jest rowny 60 cm, a ramie AD ma dlugosé 13 ¢m,
Wiedzqc, 7e tangens kata BAD jest rowny 2,4 oraz sinus kata CBA wynosi 0,6,
oblicz:

a) wysokas¢ trapezu

b) dlugosci bokéw |AB|, [BC

, |od].

4.24. Krétsza podstawa i ramiona trapezu réwnoramiennego majq takq samg
dlugosc, rowng 13. Wiedzac, ze dlugoéc przekatnej tego trapezu jest row-
na 6413, oblicz:

a) cosinus kata rozwartego trapezu

b) wysokos¢ trapezu ¢) dlugos¢ dluiszej podstawy.

4.25. Wysokoéc trapezu ABCD jest rowna 8 cm, a podstawa AB ma dlu-
gos¢ 30 cm. Ramie AD jest o 1 cm dluzsze od podstawy DC. Wiedzac, ze prze-
katna AC i ramie BC maja jednakowq dlugos¢, oblicz:

a) obwod trapezu ABCD  b) dlugosé przekatnej BD c) sinus kata ADC.

4.26. W trapezie réwnoramiennym wysokosé jest rowna dlugosci krétszej pod-
stawy, a ramie ma diugoc 13 cm. Oblicz dlugoéci podstaw tego trapezu wiedzac,
ie ich suma jest réwna 34 cm.

4.27. Wyznacz wysokos¢ trapezu, jesli:
a) podstawy majq dlugosci 28 cm i 7 cm, a ramiona 10 cm i 17 cm,
b) podstawy maja dlugosci 2 cm i 30 ¢cm, a ramiona 25 ¢m i 17 cm.

. # Czworokqty

[
~

4.28. Podstawy trapezu majq dlugod¢ 30 cm i 9
od drugiego 0 7 cm. Wiedzac, 7e obwéd trapezu
tego trapezu.

cm, a jedno ramie jest dluzsze
wynosi 72 cm, oblicz wysokosé

4,29. Ramiona AD i BC trapezu ABCD na r
samo odcinkéw réwnej diugoici. Na podstawi
sunku oblicz x.

ysunku ponizej podzielono na tyle
e informacji przedstawionych na ry-

B) b) D x C
p 3 ¢ ///—— —
|r x // 2x-3
—— )
I B e xs5 J
A 8 A - "

C) d) 4] 4 C

D x C f
"\ ya - \
/ o ]
\
e . y
/ o /
— N / -8
/ _ox=8
/ /
/ 3x42 S /
/
/ 0 N , ’ \
A 8 A s

4.30. Dlugosci podstaw trapezu majq sig do siebie jak S : 2, a ich roznica wyno-
si 9 cm. Oblicz dtugo$¢ odcinka laczacego srodki ramion tego trapezu.

4.31. Katy rozwarte trapezu majq miary 120° i 150°. Krétsza podstawa i krotsze
ramig trapezu maja jednakowq dlugos¢, réwna 5 cm. Oblicz dlugoéé odcinka tacza-
cego srodki ramion tego trapezu. Rozwaz dwa przypadki.

4.32. W trapezie réwnoramiennym ABCD, AB || CD, wysokosé CE dzieli dluisza
podstawe na odcinki majace dlugosé: |AE| = 15 cm, |EB| = 6 cm. Dlugosé przekat-
nej DB jest réwna 17 ¢m. Oblicz:

a) diugosci podstaw trapezu b) diugosé ramienia trapezu.

Jakq dlugos¢ ma odcinek {aczacy Srodki ramion tego trapezu?

4.33, Odcinek f3czacy $rodki ramion trapezu réwnoramiennego ma diugos¢ 12 cm.
Wiedzac, ze dlugosci przekatnych sa rowne 13 cm, oblicz wysokosc tego trapezu.
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dkiem wysokasci trapezy féwn0r3"1lenne$? »ABCD, "
- Spok D. wykat, 2¢ jesh 'EB‘ - \BC[, to wysokosc jest srednig

a N 1

odstaw tego trapezu.

1.34. punkt E
adzonej 2 wierzcho!

row; .
P tugosci P

geometrycznd d d ied
_ K i L sa odpowiednio $rodkam:

) anym ABCD punkty A

e mwnifszl?estywvwkoma tego trapezu. wykaz, ze jesli obwsg

» 4.35. Wtrapel
wny podwojonei diugosci diuzszel podstawy, o kat Ostry

ion AD i BC. Odcine

ram ,
jest ro

czworokata EBLK
trapezu M3 miare 60°

4.36. Trapez ABCD na rysunku obok jest row-

noramienny. Punkty K'i Lsa érodkavr?i ramion AE
i BC. Odcinek KL przecind wysokosc DE w punk- K
cie M i przekatnd pB w punkcie N.
D a) Wykat, ze |MN| = kM| < INL|. ' A
b) Wiedzac, z€ |km| = 3 oraz |NL\ = 4, oblicz
diugosci podstaw tego trapezu.

nny ABCD oraz punkty K, L, M, N, E - opisane

1.37. ‘est trapez rownoramie
gk e |og| = 10 cm, |KM| = 1 cm oraz [MN| = 4 cm,

w poprzednim zadaniu. Wiedzac, €
oblicz obwad tego trapezu.
rodkami ramion AD i BC trapezu ABCD. Odci-
e M oraz przekatng DB w punkcie N. Wykaz, ie;
|AB|-|DC]|

————2 .

7 4.38. Punkty K, L 53 odpowiednio $
nek KL przecina przekatna AC w punkci
a) |amM| = [mc| b) [MN|=

1,39, Odcinek laczacy srodki ramion trapezu ma dlugo$¢ 10 cm, a odcinek 1qczacy

<rodki przekatnych ma diugosc 3 cm. Oblicz diugosci podstaw trapezu.

4.40. Jedna przekatna trapezu ma diugosc
9./2 cm, a druga 15 cm. Punkt przecigcia sig prze-
katnych znajduje sie w odleglosci 3 cm od krotszej
podstawy i 6 cm od dluzszej podstawy. Oblicz:

a) dlugosci podstaw trapezu,

b) diugosci ramion trapezu.

4.41
Oblicz odleglo$c punktu przeciecia sie przekatnych od podstaw trapezu.

.42, W trapezie ABCD przekatna BD tworzy
2 ramieniem AD kat rowny katowi DCB. Wykaz

ze |1BAD| = |1 ¢BD).

Podstawy trapezu maja dlugos¢ 18 cm i 4 cm, a ramiona — 13 cm i 15 <m.

4 Czworokat,j
- -

1.43. W trapezie ABCD dlugos¢ podstawy D¢ jest réwna 18 cm, a rami
i 8C majalodpowmdmo dtugosc 15 cm i 25 cm. Wiedzac, ze kat ' e e
| ACB sa rowne, oblicz dlugosc podstawy A8, ' Aty rozwarte ADC

4.44 W trapezle' ABFD dlugosé podstawy AB jest rowna 16 cm, a ramiona BC
i AD maja odpowiednio dlugosci 6 cm i 8 ¢m, Wiedzac, ze katy os’tre BAD i CB
s réwne, oblicz dlugosc podstawy DC. 8D

Réwnolegtoboki

4.45. Wyznacz miary dwdch kolejnych katow ré i
j2na qtow réwnolegtoboku wied 2
z tych katow jest o 38° mniejszy od drugiego. ’ ecac, ae jeden

ta_thJG. w réw;oleglngku ABCD kat przy wierzcholku D jest rozwarty. Z punk-
u D poprowadzono dwie wysokosci réwnolegtoboku, ktére t ¢ °
Wyznacz katy rownolegloboku. ' moraatrowny 53

4.47. Przekatne rombu tworza z jedn 5 5
’ ym z bokéw rombu katy, ktorych rozni i
jest réwna 36°. Wyznacz katy tego rombu. av rYen rogmica miar

4.48. Wyznacz katy rombu wiedzac, 2
i 3¢, Ze symetralna boku tego romb i
przez jeden z wierzchotkéw rombu. B0 romby praechod

4.49. Oblicz dlugos¢ boku kwadratu, jesli:
a) przekatna kwadratu jest o 2 em dluisza od boku,

b) odlegtos¢ srodka boku od koricow przeciwleglego boku jest réwna 345 cm.

4..‘30. Ng przequtnej AC kwadratu ABCD zaznaczono punkt P tak, ze |AP| = |AB].
Wiedzac, ze boki kwadratu majg diugos¢ 2, oblicz odlegloé¢ punktu P:
a) od boku AB b) od punktu 8.

11,51.' Oblicz szerokos¢ prostokatnej ramy obrazu, wiedzac, ze obwod zewnetrzny
ramy jest o 28 cm wigkszy od wewnetrznego obwodu tej ramy.

4_-5?. W prostokacie réznica odlegtosci punktu przeciecia przekatnych od dwdch
nlerownswleglych bokéw wynosi 8 cm. Oblicz dlugosci bokow tego prostokata wie-
dz3c, ze jego obwed jest réwny 44 cm.

*‘3-_53. O_bwﬁd prostokata jest réwny 142 cm. Oblicz dtugosci bokow prostokgta
wiedzac, ze jego przekatna jest o 1 cm diuzsza od jednego z tych bokow.

©9
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rostokata tworzy z dluzszym bokiem kat rOW’;V 30°. Oblicz diy.
- Kina ¢ > jest rowna 2.
l)db iz‘: fego prostokata wiedzac, 2e ich roznica Jes
gosci bo

ta maja dlugosc 10. a kat ostry przecigcia tych przekat.
q

4.55. Przekatne prostok prostokata.

nych jest rowny 30°. Oblicz obwod tego

. Iy jikata ACD dzieli przekatna AC pro.
ABCD wysokosc DE troj . ‘ .
4.56. W prostokacie ch dlugosci roznia sig © 3. Wiedzac, ze 1DE[ - 2, oblicz:

i, ktor
stokata na odcink, kiory b) obwod prostokata.

a) dlugosci przekatnych AC iDB

4.57. W prostokacie ABCD tangens kata miedzy przekatng DB, a bokiem AB jest

i ¢ j DB jest rowna 12
rowny 1% Wiedzac, ze odleglosc punktu C od przekatnej j cm,

oblicz dlugosci bokow tego prostokata.

4.58. Kat ostry rombu ma miarg 30°. Wysokos¢ rombu jest rowna 2 cm. Oblicz:
a) obwdd rombu b) diugosci przekatnych rombu.

4.59. Bok rombu ma dlugos¢ 13, a tangens kata ostrego wynosi 2,4. Oblicz diu-
gosci przekatnych tego rombu.

4.60. Stosunek dlugosci przekatnych rombu wynosi \,E Wiedz3c, ze obwod rom-
bu jest rowny 40, oblicz wysokos¢ tego rombu.

4.61. Bok rombu ma dlugosc 41 cm. Wyznacz dlugosci przekatnych tego rombu,
wiedzac, ze roznica ich dlugosci jest rowna 62 cm.

4.62. Jaka figure otrzymamy, laczac kolejno srodki bokow:

a) réwnolegloboku b) rombu c) prostokata d) kwadratu?

Odpowied? uzasadnij.

4.63. W réwnolegloboku ABCD wysokos¢ DE jest rowna 8 cm i dzieli bok AB
na odcinki dlugosci: IAE\ =4,5cm, |EB| = 6 cm. Oblicz diugosci przekatnych tego
rownolegloboku.

4.64. W rownolegloboku ABCD z wierzchotka D kata rozwartego poprowadzono
dwie rozne wysokosci DE i DF, przy czym DE | AB, DF 1 BC.
D a) Wykat, ze tréjkaty AED | FCD sq podobne.

AD| 4
b) Wiedzac dodatkowo, ze “‘i == oblicz, o ile procent wysokos$¢ DF jest dtuzsza

od wysokosci DF. !

4 (';wnrnkq“)

4.65. W rc’;vfmol‘egfoboku ABCD kat przecigcia przekatnych AC | 8D ma mia
re 60°. Na dluzszej przekatnej AC zaznaczono Punkt £ w taki sposob, ze odcinek DL;
jest prostopadly do przekatnej AC. Wiedzac, ie |DE|= 3 oraz| <1 ADE| = 45°, oblicz
dlugosci przekatnych réwnolegloboku. ’
4.66. W rownolegloboku ABCD krétsza przekatna DB jest jednoczesnie WYs0-
koscia, poprowadzong na bok BC. Odcinek DE jest wysokoscig réwnolegloboku,
poprowadzong na bok AB. Wiedzac, ze |EB|=2\/§ i [DB]:d\/E_;, oblicz dtugosci
bokow tego rownolegloboku.

4.67. Dlugosci bokéw réwnolegtoboku 53 réwne 6 cm i 10 cm. Oblicz WYs0-

kosci rownolegtoboku poprowadzone z wierzchotka kata rozwartego wiedzac
7e tworzg one kat 60°. ’

4.68. Kat miedzy wysokosciami réwnolegtoboku poprowadzonymi z wierz-
chotka kata rozwartego jest réwny 45°. Oblicz obwéd tego réwnolegloboku

wiedzac, ze odleglosci srodka symetrii rownolegloboku od bokéw 53 odpowied-
nio rowne 2 cm i 4,5 cm.

4.69. Boki réwnolegtoboku majq dtugosci 6 i 8. Wiedzac, e dlugos¢ jednej
przekatnej jest rowna 12 cm, oblicz:

a) cosinus kata ostrego réwnolegloboku
b) dlugo$¢ drugiej przekatnej c) sinus kata miedzy przekatnymi.

4.70. Kat ostry rownolegloboku jest réwny 60° Diuisza przekatna
ma dlugosé 53 i tworzy z krétszym bokiem kat réwny 45°. Oblicz obwéd
tego réwnolegtoboku.

4.71. W réwnolegioboku ABCD poprowadzono wysokosci DE i DF, Wiedzac,
te |EF| = 8 oraz |<EDC|=45° i |<DFE|=30°, oblicz:

a) wysokosci rownolegloboku b) dtugosci bokéw réwnolegtoboku.

D 4.72. Kat ostry BAD rombu ABCD
jest rowny 60°. Przez wierzcholki 8 i D
poprowadzono okrag o $rodku w punk-

cie A, ktéry przecigl przekatna AC /
lpc| .
W punkcie P, Wykai, ze = \E—l- / e
|AP| / S
,/ ~
N —
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" D € ‘
W kwadracie ABCD punkty £ i F nalezq od- ) c
powiednio do bokow pC i BC oraz Od(mkl» AE | AF.
dzielq kat BAD na trzy rowne katy. Wykaz, ze jesli >
boki kwadratu majq dlugosc @, @ = 0, zas odcinek EF L,
ma dlugos¢ b, & ~ 0, to 3b° 403[1 -\3‘- _ \\\
! \
A o s

.7 Wykaz, ze jesli jeden z dwoch sasiednich bokow rownolegloboku jest
dwa razy dluzy od drugiego i kat ostry rownolegloboku jest rowny 60°, to sto-
sunek dtugosci krotszej przekatnej do dluzszej przekatnej jest rowny J3:y7.

Czy podane figury sq podobne? Odpowiedz uzasadnij.

b) dowolne dwie proste

d) dowolne dwa kwadraty

f) dowolne dwa wycinki jednego kola

a) dowolne dwa odcinki
c) dowolne dwa prostokaty
e) dowolne dwa katy ostre

Czy figury F, i F, na rysunku ponizej sq podobne? Odpowiedz uzasadnij.

a)

b)

4 Crworokgty

Obrazem figury F, w pe
tego podobienstwa.

wnym podaobienstwie Jest rysunek £, Podaj skale

b)

1.78. Obrazem okregu O, o promieniu r, w pewnym podobienstwie
o promieniu ry. Wyznacz skalg tego podobienstwa, jesli:

a) promien ry jest 0 20% krotszy od promienia r,,

b) diugos¢ promienia r, stanowi 68% dlugosci promienia r,.

jest okrag o,

1.79. Obrazem pdlkola F w podobienstwie o skali g jest polkole Fy, ktérego

obwod wynosi 12, Oblicz dlugos¢ promienia pélkola F.

20
0

. Czy na rysunku ponizej czworokat F, jest podobny do czworokata F? Jesli
tak, podaj skalg tego podobienstwa.

a) |
| L]
F, I f ‘
|
|
L]
<) d)
G F S
D, \
F,—romb AEFG LIRS
F —ramb ABCD
A 3 3|CF| = |AC|
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D ugoéc' bokow jednego czworokq(a ma]a SIg : 2

i t rdv‘;ny 66 CJ Oblicz d'UgOS'Ci bokow drugl go (Zworokqta‘

obwod tes m. e B0

obrazem pierwszego W podobienistwie 0 skali 2,5.

D w podobienstwie o skali k, k > 0, jest cawp.

kata ABC
4.82. Obrazem czwOrox3 bwad czworokata A,B8,C,D, Jest mniejsay

rokat A,8,C,D,. Oblicz, 0 ile pr'oc'f.?nt o
od obwodu czworokata ABCD, jesli:

3
b) k=2 o k=2

1
a) k=g 20 8

4.83. W deltoidzie ABCD mamy dane: |AB| = 15 cm, |AC| = 21 cm ora,

N 1
u,qgc‘:[-fADC]:lZg-, Obrazem deltoidu ABCD w podobienstwie o skali 5 jest
deltoid A,8,C,D,. Oblicz obwod deltoidu AB,C\D,.

4.84. W prostokacie ABCD dlugosci bokéw pozostaja w stosunku 3 : 4. Obrazem
2 .
prostokata ABCD w podobienstwie o skali 5 jest prostokat, ktorego przekatna

ma dlugosc 7,5 cm. Oblicz roznice obwodow tych prostokatow.

4.85. Jedna przekatna rombu ABCD jest o 25% krotsza od drugiej. Obrazem rom-
bu ABCD w podobienstwie o skali 2 jest romb A,8,C,D,, ktdrego suma dtugosci
przekatnych wynosi 56 cm. Oblicz dlugos¢ boku rombu ABCD.

4.86. Bok AB rownolegloboku ABCD jest trzy razy diuzszy od boku BC, W jakim
stosunku prosta rownolegla do boku BC podzieli bok AB, jesli w wyniku podzialu

otrzymamy dwa réwnolegloboki, z ktérych jeden bedzie podobny do réwnoleglo-
boku ABCD?

D 4.87. Bok rombu ABCD ma dlugosé 4 cm, a kat ostry rombu jest rowny 60°, Wy-
sokos¢ rombu EFGH jest réwna 9 cm, krétsza przekatna tego rombu ma diu-

OS¢ 643 cm. Wykaz, ze romb EFGH jest podobny do rombu ABCD. Oblicz skale
tego podobienstwa.

4.88. W trapezie podstawy majg dlugos-
ci o, b. Odcinek réwnolegly do obu podstaw
dzieli dany trapez na dwa trapezy podobne,
Oblicz diugoé¢ tego odcinka, jesli:
aa=8cm, b=2cm,

b) 0=18v2 cm, b-4y2 cm.

4 Czwovokqtg

Test sprawdzajgcy do rozdziaty 4.

1. Bok kwadratu na rysunku obok ma diu- A
gost 2. Dlugo$¢ lamanej o poczatku w punkcie A

i koricu w punkcie B, zbudowanej z pieciu odcin-

kow w kolorze zielonym, jest réwna:

A 442 B.3+2\2 S ;

€. 3+4\2 D. 442\2

2. Wierzcholki mniejszego kwadratu naleig
do bokéw wigkszego kwadratu i dzielg te
boki w stosunku 1 : 2. Wéwczas mniejszy
kwadrat jest podobny do wiekszego kwadra-

tu w skali:
1 2
- B. -
. 2 3
¢ 3 o, 5
4 3

3. Boki réwnolegloboku maja dlugosci 3 i NE) , akat ostry jest réwny 30°, Dluisza

przekatna tego réwnolegloboku ma dlugoéé:
D. V12+3.3

A N2 c. V15

4. Wierzcholki prostokata sq $rodkami bokéw deltoidu, Jesli przekatne deltoidu
maja dlugosc 4-2 oraz 4-|—J5, to obwdd tego prostokata jest réwny:

A8 c 1242

5. Wysokos¢ rombu jest réwna 12, a dlugoes¢ diuiszej przekatne] wynosi 20 cm.
Bok tego rombu ma dlugosé:

A.12 cm B.12,5¢cm

B.4

B. 12 D. 14

C.13cm D.13,5cm

6. Ramiona trapezu prostokatnego majq dlugoéé 8 cm i 10 cm. Réinica dlugosci

podstaw tego trapezu jest réwna:

A.10 cm B.8 cm

C.6cm D.2cm

75



Ll

< Zakre dstawow
v zadan Klasa 3 Zakres po y ‘
Matematyka Zbidr 2 l

\
rowny 40. Jesli roznica dlulgof'iCi przekatnych rompy jest ‘
tnych wynosi: |

C.24

7. Obwdéd rombu jest

/

réwna 4, to suma diugosci tych przekq

D.28
A. 14 8.21

oramiennego jest rowna 12 cm, a jego przektn,
dcinka laczacego srodki ramion tego trapezu Wynos;;
C.12cm D.13,5cm

8. Wysokos¢ trapezu rown
ma dlugos¢ 15 cm. Dlugosc ©

A.6cm B.9cm

7 wierzcholka kata rozwartego réwnolegloboku poprowadzono dwie rozne wy-
at 30°. Obwod tego rownolegtoboku jest réwny;

o}

sokosci hy i hs, ktore utworzyly k

A 3(h =) 8. 2(h +h,) C. 3(h +h,) D. 4(h, +h,) ‘
10. W trapezie podstawy majq dlu- 5

gosci 5 i 14, Poprowadzono dwa od- .

cinki rownolegle do podstaw, o kon-

cach naleiacych do ramion trapezu y

i dzielace kazde ramie na trzy rowne

czesci. Jesli diugosci odcinkow sq row- . — N\
ne x iy, to:

Ax+y=19 B.x+y=18 Cx+y=17 D.x +y =16
Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 4.

. Przekatne prostokata maja diugosc 18, a sinus kata miedzy przekatnymi wy-

N/ e
nosi T Oblicz dlugos$ci bokéw tego prostokata.

. Punkt § jest srodkiem boku AB D
prostokata ABCD. tuk okregu o srod-
ku w punkcie S i promieniu [AS| prze- -
cina bok DC w punkcie P, jak na ry- / ~
sunku obok. Wiedzac, ze |AP| = 7,5 / N

|/
oraz |PB| = 10, oblicz obwéd prosto- !/ \

kata ABCD.

13

. Dlugosc boku rombu jest réwna 5. Cosinus kata ostrego rombu wynosi 0,6.
Oblicz dlugosci przekatnych tego rombu.

_**

4 Czwamkqn}
o

I —
_—

14, Jedna z wysokasci rownolegloboku jest 1r7
diugosci dwdch réznych bokéw réwnoleglobok
réwnolegloboku.

Yy razy diuisza od drugiej, a réinica
U wynosi 4 cm, Oblicz obwéd tego

15. Krotszy bok réwnolegloboku ma dlugos¢ 7 cm,
réwnolegtoboku ma dlugoé¢ 16 cm, a kat ostry mie
ny 60°. Oblicz dtugos¢ drugiej przekatnej i dlugos¢ d

Jedna z przekatnych tego
dzy przekatnymi jest row-
luzszego boku,

16. Trapez ABCD na rysunku obok jest prosto-
katny. Na podstawie danych na rysunku oblicz
dlugos¢ podstawy AB.

17. Katy BAD i ADC trapezu ABCD sq proste. Przekatne AC i 8D przecinaja sie
w punkcie P pod katem prostym. Wiedzac, ze [PC| = 4 cm oraz |PD| = 6 cm, oblic
dlugosci przekatnych trapezu ABCD.

18. Oblicz wysokos¢ trapezu, ktrego podstawy maja diugoéci 17 cm i 3 cm, ara-
miona —13 cm i 15 cm.

19. Podstawy trapezu majg dlugosci 15 cm i 20 cm, a wysokosé jest réwna 14 cm.
Oblicz odlegtosci punktu przeciecia przekatnych od obu podstaw,

20. Obwdd trapezu réwnoramiennego jest réwny 134 cm. Wysokos$¢ trapezu wy-
nosi 30 cm, a ramig jest dwa razy dluisze od krétszej podstawy. Oblicz diugosci
bokéw tego trapezu.

21. W trapezie réwnoramiennym ramig ma dtugos¢ 7 cm, a przekatna — 13 cm.
Oblicz diugosci podstaw tego trapezu wiedzac, ze katy ostre maja miarg 60°.

D 22, W trapezie rGwnoramiennym przekatna zawiera sie¢ w dwusiecznej kata przy
podstawie i jest prostopadia do jednego z ramion. Wykaz, ie kat ostry trapezu jest
réwny 60°.

23. W trapezie réwnoramiennym ABCD punkty K i L s $rodkami ramion AD i BC.
Odcinek KL przecina wysokos¢ DE trapezu w punkcie M i przekatng DB w punk-

K
-=.

<

cie N. Wykaz, ze |MN|
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5 24. Boki czworokata wypuklego maja kolejno diugosci 0, b, ¢, d. Wykaz, ze iesli |
D 24. Bo

kat sworokat rzecinaja sie pod katem prostym, to al+ ¢t )2 dz. ( ;e’,t)pv‘ e! y ,a p+q S‘ :
przexa e czworokata p ’ l
7 ABCD o podstawach AB i DC. vaazn ie jesli dwy. J !

D 25. Dany jest trape ch trapezu przecinajy sie w punkcie P,

sieczne wszystkich katow wewnetrzny

to |<APB|+|<CPD|=180".
Pole prostokgta. Pole kwadraty

5.1. Pole pierscienia wyznaczonego przez okrag wpisa

= / ny w kwadrat i ok
na tym kwadracie jest réwne cm’. Oblicz pole kwadr. 3 opisany

atu.

5.2. W kwadrat ABCD wpisano kwadratA,E!lCl.D1 w taki sposcb, ze do kazde

= y d 0 bok
kwadratu ABCD rjalgzy jeden wierzcholek kwadratu A(B,C,\D,. Wyznacz srosugnekc:);l
tych kwadratéw, jesli boki kwadratu A,B,C,D, tworzg 2 bokami kwadratu ABCD:

a) kat 45° b) katy odpowiednio 30° i 60°,

5.3. Wierzchotek C prostokata ABCD znajduje sie w odle

: : glosci 3 cm od przekatnej BD.
Wiedzac, ze kat ostry miedzy przekatnymi jest réwny 30°, :

oblicz pole prostokata ABCD.

5.4. Wyznacz wymiary prostokata, ktérego obwod jest réwny 18 cm, a pole wy-
nosi 20 cm”.

5.5. Pole prostokata jest rowne 9 cm?. Wierzchotki prostokata nalez3 do okregu,
ktérego Srednica jest réwna 6 cm. Oblicz miare kata ostrego miedzy przekatnymi
prostokata.

5.6. W prostokacie ABCD poprowadzono przekatng AC. Odcinek DE jest wyso-
koscia trojkata ACD, a punkt E dzieli przekatng prostokata na odcinki diugosci 3 cm
i 12 cm. Oblicz pole prostokgta ABCD.

5.7. Punkt P dzieli przekatng BD prostokata w stosunku 1 : 2. Przez punkt P po-
prowadzono dwie proste réwnolegle do bokéw prostokata, ktére podzielity prosto-
kat na cztery mniejsze prostokaty. Oblicz, jaka czeé¢ pola prostokata ABCD stanowi
pole najwiekszego prostokata po podziale.

5.8. 7 kawatka kartonu w ksztatcie deltoidu wycieto
kwadrat o polu 1,44 m?, ktorego wierzchotkami sg srod-

ki bokéw deltoidu. Wiedzac, ze punkt przeciecia prze-
katnych deltoidu lezat w odlegtosci 20 cm od punktu
przecigcia sie przekatnych kwadratu (rysunek obok),
oblicz:

3) pole powierzchni pozostatych skrawkow kartonu,
b) obwod deltoidu; wynik podaj z dokladnoscia do 0,01 m.
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9. Dw.
dlugosc: |ag| =
do boku AB, p . [
|FED|=90°. Wiedeac, ze [DE| = 3[EF], oblicz pole : ——/

a sasiednie boki prostokata ABCD ma.ja < . e
7cm, [BC| =3em. punkt E nalezy
unkt F - do boku BC oraz : /

czworokata DEFC.

0. Boki prostokata ABCD maja_ dlugosc:
|ag| = 10 cm, |AD| = 4 cm. Punkt S jest sr‘od-
kiem odcinka DC. Okrag o srodku w punkcie S
i promieniu 5 przecina bok AB w punktach
£ i F. Oblicz pole czworokata EFCD. D .

5.1

Dwa sasiednie boki réwnolegloboku majg dugosci 6 cm i 13 cm. Oblicz pole
tego réwnolegloboku wiedzac, ze kat migdzy tymi bokami ma miare:
a) 30° b) 45° ¢) 120°.

.17. Boki rownolegloboku maja diugosci 12 i 8. Jedna z wysokosci réwnoleglo-
boku jest réwna h;. Wyznacz dlugos¢ drugiej wysokosci, jesli:
a)hy =4 b) hy = 10 ¢ hy =9

2. Wysokosci rownolegtoboku s3 réwne 4 cm i 7 cm, a sinus kata ostrego row-

, ) 2 y 2
nolegloboku jest rowny S Oblicz pole tego réwnolegloboku.

. Punkt O jest érodkiem przekat-
nej AC réwnolegioboku ABCD. Punkt E
nalezy do boku AD, punkt F nalezy
do boku DC i |1 AEO| = |« OFC| = 90°,
Wiedzac, ze |[FO| = 3 cm, |EO| = 4,5 cm oraz
|t EOF| = 607, oblicz pole réwnolegtobo-
ku ABCD.

.15, Obwod rdwqolegiopoku jest réwny 35 ¢m), a odlegloéci punktu przecigcia
przekgtnych od dwoch s3siednich bokéw réwnolegloboku s3 odpowiednio réwne
3c¢mi4em. Oblicz pole tego réwnolegloboku,

\

D

‘*

5. Geometriag ptaska pole CZwWorokqgta

16. Pole réwnolegtoboku jest réw, 2 )
5.16 ne 24 cm’, 3 obwég WYNosi 26 cm. Qbic,

dlugosci bokéw réwnolegloboku wiedzac, ze sinys kata mied iednimi .
jest rowny 0,8. €y sasiednimi bokami

5.17. Wykai, ze przekatne r_dwnolegroboku dzielg réwnoleg}

ty o jednakowych polach. Wiedzac dodatkowo, e przek gigakna
dlugosci 10 cm i 14 cm, a pole réwnolegtoboky jest réw
ostrego miedzy przekatnymi.

t cztery tréjka-
qtne réwnolegtoboky maja
ne 35 cm?, oblicz miare kata

5.18. Krétsza przekatna DB réwnolegtoboku A8CD ma dtugosé ¢
L B0S¢ 20 cm. W

1réjkata ACD, poprgwadzona z wierzcholka D, dzielj przekatng AC namodci‘rlmi:')kosc

jace dlugosci 9 cm i 25 cm. Oblicz: o

a) pole réwnolegtoboku b) sinus kata ostrego tego réwnolegloboky.

5.19. Przekatne rownolegloboku majg dtugosci 14 cm | 48 cm i zawierajg si
. - p 8 wi
w dwusiecznych jego katéw. Oblicz pole i obwéd rownolegloboku. o sk

5.20. Pole rombu jest réwne 156. Wysokosé rombu jest réwna 12. Oblicz diugosci
jego przekatnych.

5.21. Pole rombu wynosi 16. Oblicz dtugo$¢ boku rombu wiedzac, ze kat rozwarty
ma miare trzy razy wigksza niz kat ostry tego rombu.

5.22. Oblicz pole rombu, ktérego bok ma diugosé 6 ¢cm, a suma dtugosci przekat-
nych jest réwna 16 cm.

5.23. Pole rombu jest réwne 4,8 dm?. Odcinek taczacy srodki sasiednich bokéw
rombu przy kacie rozwartym ma dtugo$¢ 2,4 dm. Oblicz:

a) dtugosci przekatnych rombu
¢) wysokos¢ rombu

b) obwéd rombu
d) sinus kata ostrego rombu.

5.24. Przekatne rombu maja diugosci 10 24.

a) Oblicz wysokoé¢ tego rombu.

b) Wyznacz diugoéci odcinkéw, na jakie spodek wysokosci poprowadzonej przez
$rodek symetrii rombu dzieli bok rombu.

5.25. Dluisza przekatna rombu jest réwna 30, a cosinus kata rozwartego wy-

nosi —%. Oblicz:

2) diugos¢ boku rombu b) pole tego rombu.
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podstaw 0, b oraz diugosci ramion ¢, d trapezu. Oblic,

5.26. Dane s3 dugoscl
pole tego trapezu.

a) a=15cm, b =9¢
b) o =ddcm, b =16

) o=1lcm, b =6cm c=12cm, d=13cm
d) a=28cm, b=7cm, c=17¢cm, d =10cm

m c=d=5m
cm. ¢ = 17em, d =25¢cm

5.27. Pole trapezu jest rowne 54 cm’, awysokosé ma dlugosc 9 cm. Oblicz diugosc;
;ods\aw trapezu, wiedzac, Ze jedna 2 nich jest: . B
a) 0 5 cm krotsza od drugiej b) 0 25% dtuzsza od drugiej.

5.28. Miary katdw trapezu przy dluzszej podstawie wynosza 45° i 30°. Wiedzgc,
;e podstawy maj diugosci 10 cm i 4 cm, oblicz pole tego trapezu.

5.29. Krotsza podstawa trapezu ma diugosc 3J6 ecm. Katy przy tej podstawie
maja miary 13571 607, a dtuzsze ramie ma dlugosc 18 cm. Oblicz pole tego trapezuy,

5.30. W trapezie rownoramiennym ABCD wysokos¢ DE ma ta_ka sama dtugosé,
jak krotsza podstawa DC i dzieli dluisza podstawg AB na odcinki w stosunku 1: 2,

a) Oblicz miary katow trapezu.
b) Wiedzac dodatkowo, ze pole trapezu jest rowne 162 cm*, oblicz |AB|i|pd.

5.31. W trapezie rownoramiennym ramie ma dtugosc 12 cm, a jeden z kat‘éw
przy tym ramieniu jest dwa razy wigkszy od drugiego. Wiedzac, ze przekatna jest
prostopadia do ramienia, oblicz pole tego trapezu.

5.32. W trapezie rownoramiennym wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata
rozwartego podzielita dtuzszg podstawe na odcinki, z ktorych diuzszy ma 8 cm
diugosci. Wiedzac, ze wysokosc trapezu jest rowna 7 cm, oblicz pole tego trapezu.

5.33. Przekatna trapezu réwnoramiennego ma dtugosé 10 cm i tworzy z dtuisza
podstawa kat rowny 45°. Oblicz pole tego trapezu.

5.34. Obwod trapezu rownoramiennego jest rowny 38 cm, a jego ramie ma dhu-
BOSC S cm. Wysokosc poprowadzona z wierzchotka kata rozwartego dzieli dtuiszq
podstawg na odcinki, z ktorych jeden jest 0 10 cm krétszy od drugiego. Oblicz:

a) dlugosci podstaw trapezu b) pole tego trapezu.

5.35. Dluisza podstawa AB trapezu ABCD ma dlugosc 4\/§, a dtugos¢ ramienia

AD wynosi 4. Odleglos¢ wierzchotka € od przekatnej DB jest réwna 3. Wiedzac,
2e |1 ADB| = 90, oblicz:

a) pole trapezu b) wysckos¢ trapezu ¢) dlugosc krotszej podstawy-

5 Geometria ptasky - pole ¢z2w orokat
———— 774 " pole \_A,,; ORata

5.36. Wtrapezie réwnoramiennym jedna
g|;3j_ przekatna trapezu dzieli kat przy diu

podstawa jest dwa "azy dtuzsza od gry,.
;e pole trapezu jest rowne 33

2s2€j podstawi
v A 20! VIE Na potowy, Wiedzac,
) Ugosci bokgw tego trapezu.

5.37. Dtuizsza podstawa trapezu réwnorami
jest rowna 9 cm. Dtugosc odcinka f3czacego
pole tego trapezu.

€Nnego ma diy

. BOSC 15 cm, .
srodki przekatn oot 4 wysokase

Ych wynosi 4 cm_ Oblicz

5.38. Ramig trapezu réwnoramiennego ma dt
¢rodki przekatnych — 7 cm. Wiedzac, ze pole tra
diugosci podstaw tego trapezu.

Ugosc 25 cm, a3 odcinek t

- ) Cz3c¢
Pezu jest rowne 360 cm’,q i

oblicz

5.39. W trapezie ABCD, AB || DC, przekatne
kata AED jest rowne 15 cm?, a pole tréjkata

a) |ec] : AE]

Przecinajg sig w punkcie E. Pol
DEC wynosi 10 em?. Oblicz:

b) pole trapezu ABCD.

e troj-

5.40 Przekatne trapezu dzielq trapez na
cztery trojkaty. Niech Py, P,, P,, P, ozna-
czajq pola tych tréjkatéw, jak na rysunku
obok. Oblicz pole trapezu, jesli:

a) P, =14,P, =35 b)P,=7,pP, =

P =5p,=2as

5.41. Przekatne trapezu przecinajg sig W punkcie, ktory dzieli je wstosunku 1: 2.
Wiedzac, 2e pole trapezu jest réwne 27 cm?, oblicz pola powstatych trojkatow.

Pole czworokata — zadania rézne

5.42. Dane sg dlugosci d, i d, przekatnych czworokata wypuklego oraz miara kata
migdzy tymi przekatnymi. Oblicz pole czworokata, jesli:

3)di=10,d,= 6, @ = 30° b) d, =843, d, =4, a =60°

9 d,=21,d, :62, a=120° d) d, =12, d, =5v2, a =135°.

5.43. W czworokacie wypuktym przekatne majq dtugosé 12 cm oraz 15 em i two-
23 z jednym bokiem tego czworokata katy réwne « i . Oblicz pole czworokata,
jesli:

3) a =170, § = 80° b) a = 35°, f = 25"

B
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kgtnych czworokata wypuktego oraz jego pole p
cia przekatnyeh, jeshi

b) P=3em’, d,=V6cm, d,=V8 ¢m
1

ktorych suma dtugosci podstaw i Wyso-

ma najwigksze pole wtedy, gdy jest

2 najwigksze pole wiedy,

[

cztery o3y

e

S Geometra prasks — -

- 51. Druzyna harcerska przeznaczyta kawalek —

materialu W ksztalcie ltrapew prostokatnego
s choragie\ﬂf@ M?tena_? zostat ztozony wzdiuz
lii jaczace] sr_odkr ramion trapezu o dhugosci
50 cm. Nasteonie odcnet_o Wystajacy skrawek, ma-
jacy ksztaft tro]_kata rownoramiennego, jak na
rysunku obok. \ViedZQC: Ze trojkatny scinek ma po-
e 500 cm”, @ j2g0 podstawa ma diugosc 40 em,
oblicz:

1) obwod choragiewki z dokdadnosciz do 1 em,
b) gole powierzchni chorggiewki.

W \vcmkacie po?a_c-_onc k(}!ejl 0 Srodki bokdw. v ykaz, z= dowstaty w tan
2 L L LW s /
<pasab rowng leg obok ma pole d 2y mni k pola daHEgolmm 3t ‘
: t < ma Wa razyr ejsze od pol X3tz

Qblicz pole czworokata, wiedzac, ze srodki kolejmych
kats tworza:
) prostokat o obwodzie 20, kta

bokdw tzzo czworo-

r2g0 jeden z bokdw jest 0 3 dtuzszy od drugiego

&) romb, ktorege krotsza praekatnz ma dtugost 17, 2 wysokode jest rowna 8

¢ rownolegtobok, ktdrego boki maja dhugesc 127, a k3t rozwarty jest rowny 150°

/ trapezie rownoramiennym ASCD ramiona AD i 8C ma;
dstews DC ma dfugose 3 em i tworzy 2 przekg
tego trapezu.

3 dlugosc 7 cm.
g AC ka3t rowny 60°.

W trdjkgcie ASC na rysunku
obok punkty D i E s3 srodkami
bokdw AC i 8C, 2 punkt F — srodkiem

L8]

0
edcinka OC. Wiedzac, e [<EDC =457,
<FED|=30° oraz FE = 8, oblicz pole

crworokats ABEF.

5. Obrazem figury F w podobieristwie o skali 0,2 jest figura 7. Odiicz pav2
11 F wiedzae, 2e pole figury F, jest o 72 cm® maiejsze od pola figury

n

n

7 Figura £, jest podabna do figury £ w skali 1,5, Oplicz pola tyen fee
=1ch roznica jest rawna 85 cm’.

0

U
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. sdobna 4o figury F W skali k. Oblicz k, jesli:
5.58. F"f‘::y ¢ qanowi 144% pold ﬁgurvlfrfi o
a) pole IB T st 0 21% wighsze 0d PO : .
;| 90:9 :g‘:r:{ Fl jest 0 36% mnigjsze 0d pola AgUTY F
() pole 8 1

25% pola figury Fi.
d) pole figury £ 5

i F sq podobne. Ol

tanowi 56,

igury £ procent pole figury F, jest mniejsze og pq,
5,59. Figury Fy
figury F. jesli: .
1 2 obwodu figury
3) obwod figury F, stanowt

b) obwad figury £y jest 0 20% mniejszy od obwodu figury £,
ob

S
i 2 obwodu figury Fy,
¢) abwod figury F stanowi 2 obw .

d) obwod figury F jest 0 40% wigkszy od obwodu figury F,.
kupi me do zdjecia o wymiarach

i‘JGc?r; nzz)a;\;lz::::;?\fngaua pro;tokqt. podobny

w skali 1,4 do brzegu zdjecia. Zd)qug umnesz;zon.o

w centralnym miejscu antyramy ;ak, e odpowiednie

krawedzie sq rownolegle do siebie, jak na rysunku obok.

Oblicz:

a) odlegtosc x i y 2djecia od krawedzi antyramy,

b) jaki procent pola zdjgcia stanowi pole widoczne-

go tla.

5.61. W rownolegloboku ABCD nieréwnolegte boki maja diugosc 7 i 8. Obrazem
rownolegloboku ABCD w pewnym podobienstwie jest réwnoleglobok AlBlCI'D,.
Wiedzac, ze pole rownolegtoboku A,B,C,D, jest rowne 336, a kat rozwarty jest
rowny 1507, oblicz:

a) skale tego podobienstwa b) obwéd réwnolegloboku A,B,C,D,.
5.62. W trapezie ABCD odcinki AB i DC s podstawami. Na ramieniu AD za-
anaczono punkt £, a na ramieniu BC — punkt F w taki spos6b, ze trapez EFCD
Jest podobny do trapezu ABFE. Wiedzac, ze |AB| = 18 cm i |DC| = 2 cm, oblicz
stosunek:

a) wysokosci trapezéw EFCD | ABFE b) pol trapezéw EFCD i ABFE.

>-63. Wirapezie ABCD zaznaczono punkt E na ramieniu AD oraz punkt F na -

ey BC | otraymano trapezy CDEF oraz ABFE, ktdre s3 do siebie podobne
:edzac, 2 stosunek pol trapezéw podobnych wynosi 4 : 9, a diugosé odcinka EF

Jestrowna 18 em, oblic dlugosci podstaw trapezu ABCD.

5 Geometria ptaska — pole czworokgta

Mapa. Skala mapy

5.64, Dlugos¢ Wisty wynosi 1047 km. Oblicz, jakg dugoé¢

) ) , W cm) ma niebi
linia obrazujaca Wisle na mapie, ktdra zostala ( ) apmieleski

wykonana w skali 1 : 3 000 000,

5.65. Droga z Rzeszowa do Radomia, zaznaczona na

i ' mapie wyk j i
1:250 000, ma dtugos¢ 80 em. Oblicz, ile kilometrow m et s L

3 W rzeczywistosci,
5,66. Oblicz skalg, w jakiej zostal wykonany plan, jesli:

a) 1emna mapie odpowiada 4 m w rzeczywistosci,

b) 1 cm? na mapie odpowiada 4 m’ w rzeczywistogci,

5.67. Budynek parterowy o powierzchni réwnej 150 m* zaznaczono na planie
zagospodarowania terenu jako prostokat o wymiarach 20 cm na 30 cm.
a) Oblicz skalg tego planu.

b) Wyznacz wymiary prostokata, przedstawiajacego dany budynek na mapie w skali
1:500.

5.68. Dziatka ma ksztalt prostokata o wymiarach 50 m na 40 m. lle cm? bedzie
zajmowac obszar tej dziatki na planie sporzadzonym w skali 1 : 2000?

5.69. Prostokatna dziatka na planie, sporzadzonym w skali 1 : 1000, ma wymiary
15 cm na 20 cm. lle hektaréw ma ta dziatka w rzeczywistosci?

5.70. Puszcza Solska zajmuje na mapie w skali 1 : 2 000 000 powierzchnie réw-
na 3,1 cm’. Oblicz, ile wynosi rzeczywista powierzchnia tej puszczy w km?,

5.71. Jezioro Dabie ma powierzchnig réwng 5600 ha. Oblicz, jaka powierzchnie
zajmuje to jezioro na mapie, wykonanej w skali 1 : 400 000.

Test sprawdzajqcy do rozdziatu s.

L. Przekatna kwadratu ma dtugos¢ 6 cm. Pole tego kwadratu jest rowne:
A. 12 cm? B. 18 cm’ C. 24 cm? D. 36 cm?

2. Boki réwnolegfoboku majq dfugosc 4 i 8, a jedna z wysokosci jest rowna 6. Druga
wysokos¢ jest réwna:

A 12 B.9 C.45 D.3

3.' Sasiednie boki réwnolegloboku majg diugosc 4 cm i 5 cm. Pole tego czworokata
nhie moie by¢ réwne:

A. 21 cm? B. 178 e C. 647 cm? D. 45 cm?
9
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Mﬂfemﬂfylkfiff

4 cm. Wysoko$¢ rombu jest réwn
a:

8
D.4— ¢
13 m

diugosci 10ecmi2

{ne rombu maja 6
C. 18— cm
13

1, przeka
A 13c¢cm

tokatnego jest
5 stry trapezy pros
ffwﬁ?} goalyprosta k jest grostoé;::::
po dstaw trapezy- ta {Jest r :
e 1 ienia, jak nd ry;un .
B o N . p. oznaczaja pold figur

ku o'bok»h S irapetu przez te proste. Jesli \

a8 = [col. -
8. A=\

-
P =P D. P‘:\GP:

cinek laczacy $rodki ramion trapezu ma dlugos¢ g,

D. 123

5. Pole trapezu wynosi IlUS, qod :
Wysokos¢ tego trapezu jest rowna:

. 1043

prostokatnego ma dtu-
odstawa kat rowny 60°.
jest dwusieczna kata
Pole tego trapezu jest

A.10 B.12

I pluisze ramig trapezu
gos¢ 4 i tworzy 2 dluzsza p
Krotsza przekatna trapezu
prostego przy podstawie.

rowne:
A 2(\3+6) B. 2(V3+2)
C 63 0. 2(23+3)

1. Obwad wielokata w jest 0 40% wigkszy od obwodu podobnego do niego wie-
lokata w,. Pole wielokata w jest wigksze od pola wielokata wy o:
A 16% B. 20% C. 40% D. 96%

Przekqtne czworokata wypuklego maja dlugos¢ 8 cm oraz 9 cm i przecinaja si¢
pod katem 30°. Pole tego czworokata wynosi:

A 93 em’ C. 182 cm? D. 18y3 cm’

B. 18 cm’

5. Geometria ptaska ~ pole czworokqta
vV
// -

10, Przekatné czworokata dzielg go na czte- .
r‘y wréjkaty. Pola trzech z tych tréjkatow dane \
¢ na rysunku obok. Zatem pole czworokata / \

jest rowne:
A. 48
c.52

B. 50
D. 56

/:x"i_"ir"i"'*.f"i [')-"si,l,r,f_‘rjVv-z(),l/‘,_!,'(‘)l,{/g d(; V{)zd;/.l'a{—u s

11. Narysunku obok prosta k dzieli jeden z dtui-
szych bokdéw prostokata na odcinki, ktorych dtu-
gosci pozostaja W stosunku 1 : 4, a drugi diuiszy
bok dzieli na polowy. Oblicz pole prostokata wie-
dzac, e réinica pdl powstalych trapezéw jest
réwna 6.

12. W kwadrat ABCD wpisano kwadrat EFGH,

jak na rysunku obok. Wierzcholki £, F, G, H

dziela boki kwadratu ABCD w stosunku 1: 3.

a) Oblicz, jakq czgsc¢ pola kwadratu ABCD sta-
nowi pole kwadratu EFGH.

b) W jakiej skali kwadrat EFGH jest podobny
do kwadratu ABCD?

13. Przekatne prostokata wypuklego przecinaja sig pod katem 45°. Pole tego pro-
stokata jest rowne 1642 cm?. Podaj wymiary tego prostokata.

14. Dluiszy bok rownolegtoboku ma diugosc 5.5, a cosinus kata ostrego row-

nolegtoboku jest réwny % Wiedzac, ze pole rownolegloboku wynosi SO, oblicz:
5

3) dlugosc krétszego boku,

b} dtugosci przekatnych i miare kata ostrego migdzy praekatnymi
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tne przecinaja sie w punkcie O, Punkt
. ku ABCD preeka AD. Wiedzac, ; na-

- swnoleglobo ot rgwnolegly do boku AD. Wiedzac, ze [Apm| -
15, W deinek OM jest 10 e rownolegtoboku ABCD. lawi 8em,

-C’ 0 uAB io
| Zyd hok! A
‘Aq =26¢C oraz EO
! t strego Wynosi Obl
. m inus kata ostre £ o,
16 pole ro bu ]GS! rowne 96 cm’, @ S k 4 .

b) wysokosc rombu ¢) diugosci przekatnych,

3) dlugos¢ boku rombu
17. Podstawy trapezy maja dlugos¢ 30 cmi 2¢m, a ramiona - 17 cm i 25 cm, Oblic
;oie tego trapezu.

9 cm?. Punkt przecigcia przekatnych dzieli kaidq , nich

. i 16 ’
18, Pole trapezu Wynos! tosunku 5 : 8. Oblicz pola trojkatow, na ja-

na odcinki, ktorych dlugosci pozostaja W s
kie przekatne podziclily trapez.

H 2 Iy .
19. Pole trapezu réwnoramiennego wynosi 108 cm’, a wysokos¢ trapezu jest rowha
9cm Oblicz dlugos¢ przekatnej tego trapezu.

20, Przekatne trapezu prostokatnego maja diugosc 13 cm i 15 ¢m, a réinica diy.
éos’u podstaw jest rowna 4 ¢m. Oblicz pole tego trapezu.

21, Przekgtne czworokata wypuklego maja dlugos¢ 12 ¢cm i 5 cm. Oblicz, jakie
najwigksze pole moze miec ten czworokat.

22, Rozpatrujemy czworokaty wypukle, ktorych suma dlugosci przekatnych jest row-
na 20 cm, a kat ostry miedzy przekatnymi ma miarg 45°. Wyznacz diugosci przekatnych
cworokgta, ktorego pole jest najwicksze z mozliwych. Oblicz to najwigksze pole.

23, Punkt M jest srodkiem boku DC réw- D M C
nolegloboku ABCD. Przekgtna DB przecina od-

cinek AM w punkcie P. Wykaz, ze pole czworo-

kgta wypuklego ABCP jest dwa razy wieksze od

pola czworokgta wkleslego APCD. \

24. W trapezie poprowadzono dwa odcinki

rownolegle do podstaw, ktare podzielily ramio-

na trapezu na trzy rowne odcinki, jak na rysun-

ku opok. Wykaz, ze jesli pola powstalych w ten

sposéb trapezéw sq réwne odpowiednio P, P,
P +P,

PLtop=-2—2

7/5_ W caworokcie wypuklym ABCD dane s3: |AD|=(BC|=6, |‘DC|=3Jg R
/ .
ACI=3V17 Wiedzac, ze suma miar katow wew

netrznych caworokata przy wierz
cholkach A | B jest rowna 90 orok v

 oblicz pole tego czworokata.

Y

6 . Geometria analityczna

wektor wukfadzie wspétrzednych.
podziat odcinka

6.1. Dane sa punkty: A(-3,2),8(4,-1), c(s, 3). Oblicz wspolrzedne punktu D, jesli:

) AB=CD b) AB=-CD ) C0--248  d) A8 -30C

5.2. Dany jest punkt A oraz wektor AB. Oblicz wspolrzgdne punktu B.
5) A(0,-3), AB = [2. 1] b) A(-4,0), A8 - [3, 5|

c)A{7%:‘6J'Aé: [_4, 7%] d) A(V3,2V3), 46 - [JS F3,1-2V3]

6.3. Dany jest punkt B oraz wektor AE. Oblicz wspotrzedne punktu A.

b) Bt%'ﬁ]' A8 llé.—w/zl

3 8(0, -8), AB=[-3,-2]

6.4. Sprawdi, korzystajac z rownoleglosci wektorow, czy odcinki AB i CD sq row-
nolegle, jesli:

a) A(-4,-1), 8(3,6), ¢(1,-3), 0(2,-2)

b) A(0, 2), 8(4, 0), €(0, 4), B(0, )

6.5. Wyznacz liczbe m, dia ktorej wektory u = [m* =1, -m] orazv = [ -1, m| sa:

a) réwne b) przeciwne ¢) rownolegfe.

6.6. Dane sq wektory: U = (2 -4], V= (-3.4]. z = [10, -2]. Oblicz wspolrzedne

idlugosc wektora:
4 4 i 3 , 1. . .

A u+v b) Z-u c) 3y d) Eu—vfzz

6.7. Dane sq punkty A(-3, 7), B(S, 3). Odcinek A8 podzielono na cztery odcinki

rownej dtugosci. Oblicz wspotrzedne punktow podzialu.

6.8. Punkt P jest érodkiem odcinka AB. Wyznacz punkt 8, jesli:
3 A(-3,0), P(-1, 2) b) A(30, -20), P(-6, -14)
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P2 3 <Ies
Mnttma!?k"‘ szér ;ada’.\"kﬁfﬂ/—i'ﬁ}:i
77////}/_/,,

2, - 11). odcinek AB podzielono na

(-10,7) 8( inek A5, pac
b) pig¢ odcinkow réwnej dlugosc

e sq punkty A

o i diugosci
inki rOWne€)
?))b‘lré::r‘:;:;t;;::,en;unktéw podzia{u_
6,10. Danesq punkty: A(S, 5), 3(9, —7). Wyznacz wspolrzedne punkty p, nalei}
cego do odcinka AB wiedzac, 2¢ b) |AP] : |PB| L

a)|":“’|:|"’5|=5:1

.11, Dane s3 wierzcholki trojkatd ABC: A(‘4' -5), 8(1, -2), €(2, 3). Punity p

(£ sa érodkami bokow AC 1BC: oblicz wspolrzedne punktu M, bedacego srodkien

odcinka DE-

- 12, punkt S(1, 2) jest punktem przeciecia przekatnych réwnolegloboku Agc
), oblicz wspéirzedne punktéw C i D. g

a5 3).8(2

wiedzac, e A
punkty A(-4,3), 8(-2,-3). (& 1) oraz P sq wierzchotkami réwnolegtobok
ktu P. Rozwaz wszystkie przypadki. e

13
1>.

Oblicz wspotrzedne pun
5.14. Dane sa punkty: A(=3, -2),8(9,2), c(-3, 8). Oblicz:
a) diugodci ¢rodkowych AD, BE i CF trojkata ABC,

b) wspdlrzedne srodka cigikosci tego trojkata,

¢) obwsd trojkata DEF.

5.15. punkty 0(4,-2), £(5, 1), F(0,3) 53 $rodkami bokow odpowiednio AB, BC i AC
tréjkata ABC. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw tego tréjkata. '

mnidr— /
potrzeany

| -

)
Sté

w uktadzie ws
6.16. jest ro ie ki
mnklnganrejes.z réwnanie kferunkowe prostej k i punkt P. Wyznacz rownanie kie-
prostej réwnoleglej do prostej k i przechodzacej przez punkt P.
X+5
k:y=""2p(9, -5
=S, p(9, -3)

A kiy=-2x+3,pP(-4,1) b)

17, Dane jest r6 ie 0gd
st réwnéleg'r;v;r;a;rlz;egg:(ne prostej k i punkt P. Wyznacz réwnanie ogolne
. ] k i przechodzacej
A k:3x-ay+5-0 acej przez punkt P.
,P(2,-9) b) k:—2x + y +7 =0, P(-6, 5)

6.18. Wyznacz réwnanie kierunkowe prostej i
dzace) Przez punkt P, jesli: ) prostopadle] do prostej k i przecho-

1
6.19. Wyznacz réwnanie ogdlne prostej
prostopadtej do j ki
prostej k i przechodzacej
jce)

__fi P(z_ -1
a) key=—"5"" 5’ b)k:y:7x;3lp(714/_3)
przez punkt P, jesli:
ok -y +5=0,P(2,1) b) k:~Sx + 2y — 4 = 0, (12, -8)
=0, 8

6.20. Wyznacz miare kata nachylenia prostej k do osi OX, jedli
4 : i , jesli:

3 k: x-y+1=0 b) k: V12x+6y—-5=0

c)k:x+ﬁ'2:0 d)k:2y-J3+1=0

6.21. Danesapunkty A, 8. W
] 3 , B. Wyznacz tangens k .
wiedzac, ze punkty A, B naleig do prostsj K ata a nachylenia prostej k do osi OX

3) A(3,-8), (-4, 6) b) A(v2, 1), 8(-B, -5)

]

6.22. Wyzna 5 ie ki y
yznacz rownanie kierunkowe prostej, przec odzacej przez punkty A
h u , B

jesliz
2) A(-5, 12), 8(4, -3) J (
83 .3)

6.23. W ¢ i ¢

yznacz réwnanie ogolne prostej przechodzacej przez punkty A i B, jesli

, jesli:

b) A(V2+2, -1), 8(V2-2,3)
d) A(-1,V3), B(-1, -6)

1

b) A[Z

12413
3

a) A(-4,7), B(-1, -2)

J) A(-4,1+/5), B(10, V5 +1)

6.24. Punkty A(-6, 5 -
ey V(VS ,1), B(-1, -3), (2, 1), D(4, 7) sa wierzchotkami czworok
potrzedne punktu przeciecia sie przekatnych AC i 8D oo

6.2
) viy Dane s3 punkty A(-3, -4), B(5, 2), ¢(-1, 6)
Zna ¢ i éro
1) Ol ::sro’\;vnama prostych, zawierajgcych srodkowe trojkata ABC
péirzedne punktu przecigcia sie rodkowych w tym tréjkq;ie

6.26.
) WyzDa"e sq punkty A(-2, -5), B(7, 1), ¢(-2, 3)
nacz ré i ol
b) Obtes WS;oév'vnama symetralnych dwdch dowolnych bokéw tréjkata ABC
rzedne punktu przecigcia sie symetralnych bokow trojkata ABC
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,\mrch*ﬂff)k",,z,b/_ﬂ/ T
a4
Csq wierzcholkami trojkata. Odcinek CD jest wysokoscig tego

6.27. Punkty A, B 2 unktu D, jesli

? \rzedne P!
s o e e
a) A(-2, =) 2L !

dne punktu przeciecia sig wysokosci w tréjkacie ABC, jeg;

olrze
6.28. Wyznacl wspo
A(-3.0), 8(9, -6). c(s. 8-

Odlegtosé punktu od ;?rostej.
Odlegtosé migdzy dwiema
prostymi réwnolegtymi

(-2, 3) od prostej k, jesli:

b)k:y+1=0
d) ki3x+4y +5=0

6.29. Oblicz odlegtosé punktu P
a)kix-7=0

c)k:7x—y4 17=0

3y + € = 0 oraz punkt P(~1, 1). Wyznacz liczbe c,

6.30. Dana jest prosta k: d4x — :
prostej k jest rowna:
d) V7

dla ktorej odleglos¢ punktu P od
a) 1 b) 15 o

6.31. Dana jest prosta k: 8x — 15y +7=0. Wyznacz liczbe a, dla ktérej odlegtos¢
punktu P(a, 3) od prostej k jest rowna:
a)2 b) 0 )13 d) 10

6.32. Dana jest prosta k: —2x + y + 3 = 0. Wyznacz liczbe a, dla ktorej punkt P
lezy w odleglosci 24/5 od prostej k, jesli:
a) P(1,0) b) P(3a, 4)

c) P(a, 2a) d)P(a+2,0-1)

6.33. Oblicz odleglos¢ miedzy prostymi réwnoleglymi k i/, jesli:

a) kkx+y+2=0 Lx+y-4=0

b) kix +6=0 5% -10=0

o) ki2x-y+3=0 I-3x +1,5-2=0
d) k:Sy+7=0 I3y -20=0

D 6'.34. Wykaz, ie prosta k: 2x —y — 1 = 0 jest réwno oddalona od prostych
m2x-y+9=00razn:2x-y-11=0.

6.35. 6 i j .
; 5. Wyznacz rownanie prostej /, rownoleglej do prostej k: 8x — 15y -+ 21 =0
Ilezgce) w odlegtosci 4 od prostej k,

&. Geometria analityczina

/_/—_\—\-_ﬁi

6.36. Dany jest trapez ABCD, gdzie A(3,-2), 8(3,3), €(0, 4), 0(-15, 4).
: ktore boki trapezu 53 réwnolegle? Odpowied: uzasadnij.
b) oblicz wysokos¢ tego trapezu.

5 i j I, réwnoleglej d i k: ;
37. Wyznacz réwnanie prostej Ble) do prostej k: 6x — 8x + 1 =0 le-
facel w odleglosci 3 od punktu P(-7, -2). e

6.38. Dany jest tréjkat ABC, gdzie A(-2, 3), 8(-2,2), €(2, 0). Wyznacz:
a) réwnania ogdlne prostych zawierajacych boki tego trojkata,
b) wysokosci tego trojkata.

6.39. punkty A(-1, 7), B(-2, 0), C(3, -5) sa wierzcholkami rombu ABCD. Bez wy-
znaczania wspétrzednych wierzchotka D, oblicz:

a) wysokos¢ rombu b) diugos¢ przekatnej 8D.

6.40. Punkty A(=6, 2), B(-4, —2), (4, 0) sq wierzcholkami réwnolegtoboku ABCD.
Bez wyznaczania wspotrzgdnych wierzcholka D, oblicz dwie rézne wysokoéci tego
réwnolegfoboku.

6.41. Wyznacz rownanie prostej /, prostopadtej do prostej k: 2x —3y + 1 = 0
i lezacej w odleglosci 2./13 od punktu P(-3, 4).

Pole trdjkata. Pole wielokgta

6.42. Oblicz pole tréjkata ABC, jesli:
a) A(1, 1), 8(3, 5). ¢(-1, 3) b) A(-4, 5), B(6, -2), C(3, 4)
6.43. Dane sg punkty A(-5, -2), B(3, -3), (-1, 5).
D a) Wykaz, ze trojkat ABC jest réwnoramienny.
b) Oblicz pole tréjkata ABC.

6.44. Dane sa punkty A(=3, 2), B(5, 0), (-2, 6).
D a) Wykaz, ze tréjkat ABC jest prostokatny.
b) Oblicz pole tréjkata ABC.

6.45. Boki tréjkata zawierajg sie w prostych o rownaniach:
X-y-9=0,2x+y-1=0, x+y—3=0. Oblicz pole tego trojkata.

5
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a6 — .

2 rownobocznego ABC wiedzac, e punkt S jest érﬁdkiem
[2\/5 »4:|.

Qplicz pole tr0Ikat

ciezkosc! tego trojkata ora? AS =

/7. Oblicz pole szesciokata foremnego RBGDEF wistzc, 1a 40 =[\/§§ 51.

punkt S jest punktem przecigcia si¢ praekatnych kwadratu ABCD. Wiedzae

1], oblicz pole kwadratu ABCD.

5

[ 4532
ie AS =| 712,32

oplicz pole prostokata ABCD wiedzac, Z¢ A(-5,-7), B(4,5), 3 do prostej pc

nalezy punkt E(-3,4):

5.50. Oblicz pole rownolegloboku ABCD wiedz3c, ze odleglos¢ punktu A od pro.
stej DC jest rowna 6 oraz oc =4, -3

e rownolegloboku ABCD wiedz3c, ze:

5.51. Oblicz pol
b) A(-2, 5), €(3,0), 0(7, 2).

3 A(2.4), 8(6,3). (4. -1)

Dane 53 punkty A(-3, -2), 8(6, 4), c(2,9),0(-1,3).
7 a) Wykaz, ze czworokat ABCD jest trapezem.
b) Oblicz pole tego trapezu.

553, punkty A(-2, -1), B(5, 3), €(2, 7), D(-5, 8) sa wierzchotkami czworoka-
ta ABCD.

7 a) Wykat, ze przekatne AC i BD s3 prostopadle.
b) Oblicz pole czworokata ABCD.

5.54. Oblicz pole czworokata ABCD wiedzac, ze:
a) A(-5,3),8(1,-3), (4, 6), D(-3, 6)
b) A(-4,2), (-4, -3), (0, -4), D(6, 5)

2.55. Dane sa punkty: A(0, 1), B(8, 4). Wyznacz na osi OX taki punkt C, aby pole
trojkata ABC byto réwne 10.

5.56. Dane sq punkty: A(1, 2), B(4, 6). W i i
:A(1,2), B(4, 6). Wyznacz na osi OY taki punkt C, aby pole
trojkata ABC bylo rowne 13, ) ’ "

A .
Geometria analityez

Zna

/‘/—/__———_\_\_—
e

réwnanie okregu.

wizajemne pofozenie prostej i okregu

6.57. przeksztatc dane réwnanie okregu do postaci kanoni

ne srodka i promieri tego okregu. niean
alxz+y7+8x+15=0
Jxt+yi =X - -05=0

ej. Podaj wspalrzed-

b)x:+y2‘ldx*18y4_g=o
dx+yls1lx -y +55-0

6.58. sprawdi, ktére z ponizszych réwnan opisuje ¢
mien tego okregu. Je okrag. Wyznacz srodek | pro-
)iy -2y =0 b)x’+y' -6y =0
c)X‘+V*3X:0 dx'+ylemr2yr2=0
£.59. Napisz réwnanie okregu o srodku w punkcie $ wi
do tego okregu. wiedzqc, ze punkt A nalezy
2 A(3,10), 5(-3.2) b) A(4, 7), 5(-2, 1)
6.60. Dany jest punkt A oraz proste kil. Wyznacz réwn

! 4z} - anie okregu przechodzace-
go przez punkt A wiedzac, ze Srodek tego okregu naleiy j ni e
B e prostei . §8u nalezy jednoczesnie do prostej k
3 A(-2,2), kiy =-3x+6,1:x-1=0
b) A(8, -1), kiy =-3x +13,/:x -2y -2=0

6.61. Dany jest promien r okregu oraz punkt i ;
¢ y Ai B nal
Wyznacz wspolrzedne srodka tego okregu. pisice:dateas ohig.

3 A(-3,4),8(5,0),r =5 b) A(1,3), 8(5, -1), r=2y2

rC;.io?. Dkane sq punkr:y: i B oraz prosta k. Wyznacz wspodlrzedne srodka S i pro-
en r okregu, przechodzacego prz i ie i

e acego przez punkty A, B wiedzac, ze srodek okregu nalezy

a) A(1,4), 8(7,0), k:x +2y =0 b) A0, -8), B(4,0), k:2x -3y +5=0

0.63. Oblicz, o ile istnieja, punkty wspdlne okregu o i prostej k, jesli:

3) o:(x +3)2+ (y -2 =10, kix-y+7=0
b o: (x - 1) + (y - 7)* = 18, k:2x-2y-1=0
J o:xt+yl-gx-4=0, kix+2y+6=0

dorx+y?+ 2w+ 10y +17=0, kix+3y+19=0



Mntrmntqkj Zbiov AT
A, Okres! potozenie prostej k wzgledem okregu o, jesli:
66 ‘ 2 2 _
a)k;xfyfdso, 0:x+y2 8274
b)k:172y—1:0‘ D-({Al)ﬁy'fa By
Ky -3x+5=0 pxiayl F XY=
;))ka—ﬂyfﬂ—*ﬂ, 07’fz+y2>6x48y+9:0

6.65. Wyznacz réwnanie okregu stycznego do obu osi uktadu wspSrzgdnyey
i é:rze'chodzqcego przez dany punkt A.

a) A(3,0) b) A(8, 1) d) c(-9, -8)

J A(-4,2)

kregu:

6.66. Wyznacz rownanie 0 -
p=2+dorazly=2x- 6 wiedzac, ze Srodek tegg

a) stycznego do prostych k:
okregu nalezy do osi OX,
b) stycznego do prostych k: 4
tego okregu nalezy do osi OY.

x+3y=0oraz/:dx+3y+8= 0 wiedzac, ze $rodek

6.67. Dany jest okrag O: x2+y?—8x — 2y —8=0. Wyznacz réwnanie ogéline pro-

stej k, ktora jest styczna do
a) A(9,1) b) B(4, 4)

tego okrggu w punkcie:

dJ c(o, 4) d) D(7,5)

6.68. Napisz rownanie kierunkowe stycznych do danego okregu o i réwnoleglych

do prostej k, jesli:

D oile 2 ly-1)=s ky=20
b) o: (x + 3)" + (y-5)' =16 kiy=x

¢ ox’+y -2x-15=0 kiy =-3x
d) orx’+y' -8x—6y +16=0 kiy=-x

6.69. Napisz rownania kierunkowe stycznych do danego okregu o i prostopadlych
do prostej k, jesli:

a) o (x+20+(y-307=1 kiy=x
b) o: (x-5) -y =9 kiy =-x
) ox’+y -2x+12y+28=0 k: y =-0,5x
d) o:x’+y' —14x+24=0 k: y=—0,75x

6.70. Napisz réwnania kierunkowe stycznych do danego okregu o i nachylonych
do osi OX pod katem «, jesli:

Aty =1 o =60°
x4y -10x=0; «-150°

b) (x - 1)’ +y* =4, «=120°
d)x*+y?—2x+4y -3=0; « =135

— — ‘. -
Zadania rozne z geometrii analityczne;

Wykaz dwoma sposobami, ze jesli 4(73, 2) 8(7 ~a), ¢lo 2 o

2671 ¢
orokat ABCD jest rownolegtobokiem.

to CZW

5 6.72. Wykaz dwoma sposobami, ze jesli A(-5, -4), 8(2, 0), c(1, 8), D(-6

to czworokat ABCD jest rombem.

26.73. Wykaz dwoma sposobami, ze jesli A(-S, -2), B(-1, -4
10 czworokat ABCD jest prostokatem. ) 8 ) <G.9). 00,

D 6.74. Wykaz dwoma sposobami, ie jeli A(-4,-2), 8(1, 0), ¢(-1, 5) o6

to czworokat ABCD jest kwadratem.

6.75. Dane sq punkty A(1, -4), B(11, 1), ¢(2, 4), D(-2, 2).
D 3) Wykaz, ze czworokat ABCD jest trapezem prostokatnym.
b) Oblicz obwdd i pole tego trapezu.

6.76. Dane sa punkty: A(-1, 0), B(5, 2), €(2, 6), D(-3, 6).
D a) Wykaz, ze czworokat ABCD jest deltoidem.
b) Oblicz obwdd i pole tego deltoidu.

6.77. Dane sa punkty: A(-4, -1), 8(2, -3), c(5, 6).
D a) Wykat, ze trojkat ABC jest prostokatny.
b) Wyznacz rownanie okregu opisanego na tym trdjkacie.

3),

6.78. Dane s3 punkty: C(0, 5) oraz D(3, -4). Wiedzac, ze odcinek CD jest wyso-

koscig trojkata rownobocznego ABC, wyznacz:
a) réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC,
b) rownanie okregu wpisanego w trojkat ABC.

6.79. Okrag o jest styczny do osi OX w punkcie A(4, 0) i jednoczesnie jest styczny

do ujemnej pétosi OY.
a) Napisz réwnanie okregu o.
b) Wyznacz na okregu punkty B i C tak, aby trojkat ABC byt rownoboczny.

6.80. Dane sq wierzchotki A(0, 0), B(6, 0) rombu ABCD. Wiedzac, ze kat BAD

rombu jest réwny 30°, oblicz wspétrzedne wierzchotkow C i D.

a9
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Mat
100
ré6wnolegtoboku ABCD, Wiedzqc

ia( 1, 4) 87 2)
éwnanie ogélne prostej, zawje.

> 54 wivrzchulk
o L réwne 50, wyznacz I

1. Dan )
globoku J&s

se pole rownolel
rajace) bok €0:

3), 3(3, o), Wyznacz punkt C, lezacy na proste]

6
5.87. Dane sd punkty A(-6, )
hiingl ﬂDl:k aby pole trojkata ABC bylo rowne 30.

Ky
6.83. Dane sq wierzcholki A0, 1) c(6. )

wierzcholkéw B i D.

kwadratu ABCD. Oblicz wspélrzedne

punkty A(-5 a),B(3, 2)sa wierzchotkami kwadratu ABCD. Oblicz wspg)-

rzedne wierzcholkow ciD.

85, punkty przecigela paraboli y x - 2x-8zprostaki2x +y —1=0
sq koncami przekatne) rombu, ktérego pole jest rowne 60. Oblicz wspoélrzedne
wierzcholkow Lego rombu.

2x + 7 oraz punkt C(-5, 2).

Dana jest prosta k:y
yAiB leiace w odleglosci 5 od punktu C.

a) Wyznacz na prostej k punkt
b) Oblicz pole trojkata ABC
¢) Oblicz cosinus kata ACB.
Dane sq punkty A(-2, 5), B(4, 3). Wyznacz na prostej k: x + 2y —4 =0 punkt
¢ tak, aby kat BCA byl rowny 90".
- _ : 1
punkt W jest wierzcholkiem paraboli opisanej rownaniem: y = E(xva)l,

Na ramionach paraboli wyznacz punkty A i B tak, aby kat AWB byl prosty, a tréj-

kat AWB byl trojkatem réwnoramiennym.

nia geometryczne

) . f )
ktadzie wspotrzednuch
; ]
Przesunigcie réwnolegle

9. Obrazem odcinka AB w przesunieciu réwnoleglym o wektor L;:[—3n 0] Jest

odcinek A,B,. Wiedzac, ie A(-1, 5), 8(2,1) oblicz:
a) wspolrzedne punktéw A, 8,
b) odleplos¢ miedzy odcinkami AB i AB,.

. 48

& Geomelria analityczna
nalityez 101

6.90. Obrazem tréjkata ABC w przesunieciu réwnoleglym o wektor o - [5 6
wajkat A,B,C- Wiedaac, 7€ A,(3, -2), B,(4, 7), ¢,(2, 0), oblicz wspotraed !
' ne

jest
ktéw A, B, C.

pun

; 2 .
6,91, Okrago: (x +4)” + (y - 1)* = 2 przesunicto réwnolegle o wektor ¢ | otrzy-

mano okrag o1. Podaj rownanie okregu oy, jesli;

) u=[7.0]

6.92. Wyznacz réwnanie okrggu 0,, bedacego obrazem okregu o:

b) ‘;:[0‘ 6] ] u',[72,3]

ey y" ~ 2x + 6y — 15 = 0 w przesunigciu réwnoleglym o wektor u [—1, 2],

5.93. Dany jest wektor u. Wyznacz rownanie ogélne prostej |, bedacej obrazem
prostej k:2x +y — 1= 0w przesunigciu rownoleglym o wektor v. Nastepnie oblicz
odleglos¢ miedzy prostymi k i /.

) i=[0,4] b) u=[-5,0] 9 6=[-5,4]

6.94. Wyznacz réwnanie paraboli, bedacej obrazem paraboli p: y = x* - 2x - 7

w przesunieciu réwnoleglym o wektor u =2, 8]. Podaj wspdlrzedne punktu wspol-
nego obu parabol.

Symetria srodkowa

6.95. Okrag o, jest obrazem okrggu o: x* + (y + 1)° = 4 w symetrii srodkowej
wzgledem punktu P(3, 2). Wyznacz srodek i promien okregu o,.

6.96: Dane sg punkty A(-1, -4), B(3, —2). Obrazem odcinka A8 w symetrii érod-
kowej wzgledem punktu O(0, 0) jest odcinek A B,.

a) Wyznacz wspolrzedne punktow A, i B,.

b) Jakim czworokatem jest wielokat wypukly o wierzchotkach A, B, By, A

6.97. Trojkat A,B,C, jest obrazem tréjkata ABC w symetrii srodkowej wzglgdem
punktu 0(0, 0). Wiedzac, ze A,(-2, 0), 8,(3, -2), €,(5,4)

a) oblicz wspéirzedne punktéw A, 8, C,

b) naszkicuj te trojkaty we wspolnym uktadzie wspotrzednych.
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i srodkowe) wzgledem punktu 0(0, 0) jest

v symetri " DR
5.98. Obrazem proste) kv tej | oraz oblicz odleglosc migdzy PrOStym

N o i P
rosta ! poda) row anie ogolne pros
. o

M/\It‘s“-r p)kix +y =0 Jkiy-3=0
a) ko 410570 E)k;x*)/’z_o f)k:5x1'12y-26:0
d) k:3x -4yt

Q9. Wyznacz rownanie paraboli, bedacej ol;razem paraboli p: y = x? 4 2 B
6.99. Wyznadl 0.0
srodkowe] |edem punktu X
; symetrii srodkowe] wzg -
“) gblncz wspolrzedne punktow przecigcia obu p'arabolA
Z) Naszkicuj te parabole w jednym ukladzie wspotrzednych.

bedacego obrazem okrggu
odkowej wzgledem punktu S, jesli:
<) 5(3,0) d) s(s, -7)

6.100. Wyznacz rownanie okregu, be
o (x+2) v 1)° = 10 w symetrii st
a) 5(0,0) b) 5(0, 4)

6.101. Trojkat ABC jest trojkatem prostokatnym rownoramiennym, w ktérym
A(-2, 4) oraz |<BAC|=90". Punkt 0(0, 0) jest srodkiem cigzkosci tego trojkata,
Trojkat A,B,C, jest obrazem trojkata ABC w symetrii srodkowej wzgledem punk-

tu 0. Oblicz wspolrzedne punktow Ay, B, C,.
Symetria osiowa

6.102. Punkt B jest obrazem punktu A(-8, G) w symetrii osiowej wzgledem
osi OX, punkt C jest obrazem punktu 8 w symetrii wzgledem osi OY, punkt D jest
obrazem punktu C w symetrii wzgledem osi OX.

a) Wyznacz wspolrzedne punktow B, C, D.

b) Oblicz dlugosci przekatnych czworokata ABCD.

6.103. Punkt A, jest obrazem punktu A(a, 3) w symetrii osiowej wzgledem osi OY
i nalezy do prostej k: 2x — y + 7 = 0. Oblicz a.

6.104. Wyznacz réwnanie okregu, bedacego obrazem okregu o w symetrii wagle-
dem osi OX, jesli:

3o (x+5)+(y-7)=1 b) o:x? —ax + y? + 10y =7 =0

6.105. Wyznacz réwnanie prostej /, bedacej obrazem prostej k w symetrii osiowej
wzgledem osi OX, jesli

k2 +3y=0 bjkix -y +8=0 ) kiSx +4dy-1=0
6.106. Wyznacz réwnanie prostej I, bedacej obrazem prostej k z poprzedniego
zadania w symetrii osiowej wzgledem osi QY.

G Geometvia a nalityczna

6.107. Obraz punktu P w sv@etrii osiowej wzgledem osj ox
7a$ obraz punktu P w Symetn.n oslowej wzgledem osi OY nale
nacz wspotrzedne punktu P, jesli:
a) L:X+y-3:0,l:y+4x:0

nalezy do prostej &,
2y do prostej /. Wy-

b) k: x +3y+S:O,I:x—Sy#3:0

6.108. Punkt B jest obrazem punktu A w symetrii osiowe,
Wwyznacz réwnanie ogdlne prostej k, jesli:

)AL, -4),B(1,-4) b) A(-1, 3), 8(4, -2)

j w2gledem prostej k.
c) A(2,7), (-8, 1)

6.109. Dany jest punkt C oraz prosta k. Wyznacz wspélrzedne punktu D wiedzac
je jest on obrazem punktu C w symetrii osiowej wzgledem prostej k.

a) 3 “2), kix +4=0 b) €(4,2) kix +y -0
Jc(L, -5), k:2x +d4y-6=0 d) C(-3,-7), k:3x -y +2-0

przeksztalcenia zdefiniowane za pomoca wzoru

6.110. Przeksztalcenie P punktéw plaszczyzny jest zdefiniowane dla do-
wolnego punktu plaszczyzny o wspotrzednych (x, y) w nastepujacy sposob:
p((x¥))=(-y x+3).
a) Wyznacz wspélrzedne punktu A, bedacego obrazem punktu A(-1, 9) w prze-
ksztalceniu P.
Db) Wykaz, ze przeksztalcenie P jest izometria.

6.111. Przeksztalcenie P punktow ptaszczyzny jest zdefiniowane dla do-
wolnego punktu plaszczyzny o wspoétrzednych (x, y) W nastepujacy sposcb:

P((x, y))=(x-5.,3y).

a) Wyznacz wspélrzedne punktu A, bedacego obrazem punktu A(4, -2)
w przeksztatceniu P.

D b) Wykaz, ze przeksztalcenie P nie jest izometria.

6.112. Dane jest przeksztatcenie P plaszczyzny okreslone wzorem:
P((X. y)) =(-x, y + 1), gdziex, y €R.
Da) Wykaz, ze przeksztalcenie P jest izometria.
b) Wyznacz réwnanie obrazu okregu o: x* + y* — 2y — 4 = 0 w tym przeksztatceniu.

6.113. Praeksztalcenie P okreslone jest wzorem P((x, ¥)) = (y + 2, —x + 1), gdzie
X,y €R.

Da) Wykaz, ze przeksztatcenie P jest izometriq.
b) Wyznacz réwnanie obrazu okregu 0: x* +y — 4x + 6y + 12 =0 w przeksztalceniu P

103
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lcenie P punktow plaszczyzny (x, y) jest okreslone rore
114, Ppraeksztalce
ity i eR. m
P((x y)]f(fzy,mz), gdzuexeR,y | '
w' i ie jest izometriq.
.o przeksztatcenie p nie jest 1z0 a .
a) Wykaz, 2e P i | bedacej obrazem prostej k: y = —x + 3 y

b) Wyznact rownanie proste
przeksztarceniu.

: do rozdziatu 6.
Tust sprawdzajacy do vozdziat

sq rownolegle tylko wtedy, gdy:
D.a=2

a,0+4 3] orai U"'[Za 5]
B.a=0

1. Wektory =
Ca=1
Aa=-1

7. symetralna odcinka PQ, gdzie P(4,7), a(-2, 10), jest nachylona do osi OX pod

katem (. Wowczas:

D. t =_
A. (g o= 0,5 g« 2

B.tga=-05 Clga=2

a 2
3, Odleglosc punktu P(-3, 2) od prostej k:y=—x—10 jest:
B. kwadratem liczby naturalnej

A. liczba niewymierng zby n ‘
D. iloczynem dwoch liczb pierwszych

C. liczba naturalng podzielng przez 3

1. $rodek cigzkoéci trojkata ABC, gdzie A( 2, 7), B(3, - 4), C(S, 9) ma wspairzedne;
A (2,4) B.(3,6) C. (4,2 D. (6, 3)

5. Caworokat ABCD jest rownoleglobokiem. Jesli A( 5, 0), 8(3, 44), c(6, 2), to:
A.D(13,-2) B.D(-2,6) c.0(-7,-6) D.0(0, 1)

6. Prostg prostopadly do prostej k: 3x — 2y + 1 = 0 i przechodzacy przez
punkt P(0, 0) opisuje rownanie:
Adxi2y=0 B.2x+3y=0 C2x-3y=0 D.-x-2y=0
7. Dane sq punkty A(4, -1), B(11, 1), €(4, 7). Pole tréjkqta ABC jest rowne:
A 14 B.21 C. 28 D. 56

2. Dana jest prosta k: 2x y -5
prawdziwe,

0 oraz okrag 0: x’ + y’ = 5. Wskaz zdanie

A Prosta k przechodzi przez érodek okregu o.
B Prosta k przecina okrag o w punktach (-2, -1) oraz (-1, -2).
C Prosta k jest styczna do okregu o.

D Prosta k jest rorlgezna z okregiem o,

6. Geometria analityczna
o — 77"

— S

5, Odeinek AC jest przekatng kwadratu ABCD, Jeg|i A(1,5), c(s, -3

kwadfa‘u jest réwne:

A0 B. 40V2 C. 4045 5.50

& odleglost miedzy prostymi rownoleglymi k: 3y — 4y +7=0o0raz/: 3x - dy-5-0
keSt réwna:

A 12 B.6 C3 D.24

Zadania powtdrzeniowe do rozdziaty o.

11. Wyznaczna prostej k: x =2y + 7 = 0 punkt P, ktory jest réwnoodlegly od punk.

wow A i 8, gdzie A(3,-2), B(7, 2).

12. Danes3 wierzcholki A(-3,-5) i 8(9, 1) trojkata ABC. Wiedzac, ze punkt $(1, 1)
jest punktem przecigcia sig $rodkowych tréjkata ABC, oblicz:

a) wspélrzedne punktu C b) pole tréjkata ABC.

i3, Dang'sq punktyA(—S, 1)' 8(3, 1)' -2, 6)- Oblicz wspodlrzedne punktu bedacego
ortocentrum tego trojkata.

14. Dwie wysokosci trojkata ABC zawierajq sig w prostych k: 2x - y +6=0oraz
I.x +y = 0. Wiedzac, ze A(‘S, 1). wyznacz réwnanie ogélne prostej zawierajacej
trzecig wysokosc tego trojkata.

15. Dane s3 punkty A(—G, 75), B(G, 3), (-6, 9), Wyznacz rownanie okregu opisa-
nego na trojkacie ABC.

16. Dane sq punkty A(-3, 2), B(S, 3), ¢(6, 8), D(1, 9).
D a) Wykaz, ze czworokat ABCD jest deltoidem.
b) Oblicz pole tego czworokata.

17. Dane sq trzy wierzcholki caworokata ABCD: A(-7, 0), B(-3, -2), C(-1, 2). Wia-
domo, ze czworokat ABCD ma $rodek symetrii.
a) Oblicz wspétrzedne wierzchotka D.
D'b) Wykaz, ze czworokat ABCD jest kwadratem.
¢ Wyznacz wspdlrzedne wierzchotkéw kwadratu A,B,C,D,, bedacego obrazem

kwadratu ABCD w przesunieciu réwnoleglym o wektor v =2, 0]

). to pole tego
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2 = 0 jest osia symetrii trojkata rownobocznego ABC. Wieg
ne wierzchotkéw B i C.

Mater

18. Prosta ki X * e

se A(-5, -1), wyznacz wspélrzed
= 3x + 1 oraz punkt A(-3, 5). Wyznacz obra; punk

19. Dana jest prosta kiy A
ledem proste k.

tu A w symetrii osiowej WZB

¢ okregu o srodku w punkcie (3, 1) wiedzac, e ke
y

20, Wyznacz rownani
k- x - 7y + 29 = 0 53 koricami clgciwy majace; di,

wspolne tego okregu i proste]
posc 52,

71, Dany Jest okrag 0: X" + y + 6x - 4y - 27 = 0. Punkty A, B, C, D leza na e
gu O is3 wierzchotkami czworokata wypuklego ABCD. Wiadomo, ie bok Ag ;.
wiera si¢ w proste] ki y = _2x - 14, a bok DC zawiera sig w prostej y = —x 4 3
a) Wyznacz wspolrzedne wierzcholkéw czworokata ABCD. :

D b) Wykat, ze jedna z przekatnych tego czworokata jest srednicq okregu o.

¢) Oblicz pole czworokata ABCD.

22. Dany jest okrag 0: (x + a7+ (y+ 7)* = 169 oraz punkt A1, 5).
a) Sprawdi, ze punkt A nalezy do okregu o.
b) Wyznacz rownanie ogélne stycznej do okregu o W punkcie A.

23. Wyznacz réwnania kierunkowe stycznych do okregu o: X +y?+8x-29=9
ktore s3 prostopadle do prostej k:2x-y-8=0.

24. Dane sq punkty A(-5, 2), B(1, 4) oraz prosta k: x -y + 9 = 0. Wyznacz na pro-
stej k punkt C tak, aby kat ACB byl prosty.

25. Dane sq punkty A(-3, —l), C(3, 5). Odcinek AC jest przekatna rombu ABCD,
ktorego pole jest réwne 24, Oblicz wspoirzgdne punktow B i D.

pdpowiedzi do zadak

1. utamki algebraiczne. Réwnania Wymierne

utamek algebralczny. Skracanie i rozszerzenie utamig
mkéw algebraiczn
ych

11
12

13

1.5

16

L7

1.10.

111

112,

113

a), b e)

AR-12) BIR-{-L5 JR dR-[33 eg 1y f)
Tl R

3 R-1{2,3} b)R-|0,4) c)nv{n%} dR-{9) )R 1-2,2)

fR-{1) & R-{-1 hR-(-11,3) i) R0, 1) -

a)g b)o c)g d1

1+-v2 b) =-=
a) +3\/_ ) 3 Z\E c)l#zﬁ d) 42+2843

g _ Y34 2\1/E \,/*‘ 3 i
a)J§ ;/3 Loy ( +32 1) 9 S(Ji»q d)v‘;i
5 \
E)mE(1’+m) b)mEL“T-'/-E)U[z-,I-LJ c)me[o,g}

a)lx”‘ xeR-1{0) b
2 {0} b)-Sx,xeR-{o] o rscxer o)

-2 1
d):,xeR-{O} e);,xeR—[Ol f)x,xeR-{0|

x=2 1
a) 3 ,xeR-{-2} b) —S_x,xen—{—s,sg c)-l,xeRr}l—I%,l
rj)Bx—Z,xeR‘{«El e) E,xeﬂ—'l] f) Wil eR E
9f 5 ¢ w1 3l
x-3 x-3 -2
2 X3 e x-3 L X+2
)X—Z'XER 1-2,2) b)x+5,xeR (53] QS neR

2x+3 1 2x—
d 2 x -8
) 1 YeR { 4’3} e) . ,xeR-1{-4,0)

) 4+ 40x
x-3

f , xR~ (0,3,10]

2|

1]
2]

8.3
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1.15

1.16

1.17

1.18

1.19

Matemalyme = 7 e . —

2 -4 ) 3x+2
; cR 10 e A
_}i.lzx’ R {3} b) s X i’ )Zx’+2 X eR {,111:
S (2]
3 - ) ,XeR
d}Zx?x,X?R e)ﬁ'lc | sl !
X' +1 [ 1
YV eR-1-202) o —,xcnr
a)xfz,!'ik :Z,l: b) 2’ !
| 2x-2 f 1
x+1 g _\47’0‘ e)’——,,xrR -3, 3
) XER1TT T (k-
gt er-{3-223
4
’ 1
a2 e [2BEBL g X e[ gsen
3) w4 | 272 | ox’ +3x+1 3
2
721 d)w,xtﬂf:li G)M,XGR_J,Eﬂ
xeR-4g] ' +3 x-2 [ 37
) X =43 e r-(0,3)
x
~4x’
B Ty MU I E=r R BT
16x 18x -
. X =x-2
G2 yep-ja) o, xecR-{02
2x-8 X =2x
) 26X cr- (3,3
¥ -9
3x' +3x
) P18 L er-{06) b) . xcR-{0,2
X X Gx" -3
%7+ 2x
J Sx*a,‘ cR-1{-1,2 "—’,X—'-"':R’i‘l:
¥ -x-2 2x" +Ax 42
5x’ 4 } 7y
g P00 g g g X g
X -8 x +1
‘+2x-3 ]
3 W‘L*"’ — xcR-1-3,-2,2) 4_"’_",,5,3_{_2,2:
x4 3x -Ax-12 x'-3x" -4
2 —4x+12 3Ix” 4 15x 4
) 5o xeR-{1) d w,”n_m
X =3 43x-1 x 44xt -5
3y’ 1 2
S BT R LA ST TR B L aey SR
ox 2% 27 +3x

6-2x 12 g
e A xerfop ) S xeh-l

d)
X 6x-9 x5 X +3x

x"fgx

2
L xeR-[-3,-1 A’ +12x 49
1203 5 axe3 =31 b) W 71 Xcﬁf{»ll_g‘(
2
pax’ -3 S
c)",';_,—,xeﬁ»{()} d)——ji_lxgn_m,
+3x EP X E i

gx’ —27

10x" +5x7 18
— ————,xeR-{0] ) XX +8x+4
&) 5y~ 18x +27x o} 1)

S’ 15k raxsa YR i-1)

podawanie i odejmowanie ulamkéw algebraicznych

e, 2
b g OIS g X K12

122 9 G : ;
3x —11x-22 0 -3x’ -8x+25
e 10 16
7-x | 5-x 8x+2
——,xeR-|-2 b) ——,xcR- -
1.23. a))ﬂl { { ))(73 X € {3| c] X.p]_'x’ni'lfl}
x+1 x+11 x-7
d) ==, xeR-[-5 e X eR-15 i A
)x+5 I } ) x-5 {, f)X_L’X'R “:

|

-2
120 a)-LxecR-{-11} b) =, xeR-[0,8 c)—1 X cR-|-a,0
X X4 /

X+2 3
e i )
e) p xeR-10,2) f) rgax,‘n,m

-2 10x-3 Ax+7 1]
25 a) —,xeR-1{4) b ,xeR-|2 . cr-lit
1 ﬂ);ha 19 )X-Z xeR-12] o 4)(6‘)("'12!
2
d) 13x ,)(eR-{—l‘I e) X +11 ,xeR- 11,1
4x-1 af 4(1-x")
3’ +6x-4
fl] ———,xeR-{-=22
) 2% - { }
-1 x4 5x -3x-2
126, a ,xeR-|0l b ,xeR-|-3 ,xeR-10,1
) SrxsR-l0) B e Ao Srmne R
-x' +5x-2 X 4 ax-12
d) —————— xeR-{2 ————,xeR-{03
) a(x+2) xeR-{ o x(x-3) (0.3
-Tx-2
— R-1{-2,0
3x(x+2) e { )
2x 5x-9
127 ) — X yeR-[-22 b ——,xcR-[33
)(x—Z)(x-ll) xeR-{22 )(x—l)(nB) '
! —4x - 1
q M’ xER—{—l}v 3 ik ly,xeﬂ {-1.“.
(2x+1)" 2 (20+3) !



i { 7. Zak dst
110 Mnlf_maw[m- zf"”f’i‘%“")“f‘“ Za r“_mfsf’wﬂwf" ) -
Ix 120
15 R-(14) ) — g xeR-|-2,5)
X € ’
— ' x-5)(21x
)l" ”“ 4) ( )( )
IR o b)"l'?’x"axrn 10!
x 0 - = ne
1.28. n)—?—*”‘r" il ¥ o
—6x’ +3x+1
9 yer-f11) ) —=—— xR ()
X -1 (x4 )
3x-4
56 0.2 f) - Rk e VO 3 9
) ey O FREr LR
5x" -10
2x' 4156126 pola! 511 X220 R (-3
2=, ) .3
1299 o g s) |22 (x12)(x-3) 1723
2 X —9x-11
J 7x7<17§ B?, R 53, | —————— xeR-{-2, ”
(x13)(x7) (x+1)(x+2)
Ay’ 2x4] [, 51]
S xeRr (0,3 b XcR-102- 1
130. 3) x(x !]J R-{o3) b X(ZX 5) [ 2]
i 1
c’x 3,“3,,~«R " d — ,x < R0
¥ -1 2(x" 14)
‘ 2% -6
¢) L oxcR-10,5) 1) - ,xc R0
x(x -5 x’(ix 11)
\. t ]
1.4] n)' x ax l,x.R 1,0} b) ~—,xcR 0,2
X (x 1) x(x-2)
[S
g2 op[atatl g 2T L po ()
ax’ -9 ? 4-x
5 2x° ~5x -1
(-] 2x' - Bx \‘I)' R H: ') 2 x R :0‘1:
(x-3) x(x-1)
ax’ -3x 15
10 20 cpqoa b) XS cr o)
Ax-ay (x-5)
7 ! 30X 9
| Tx-2 =X | 1]0]2} d) XL X R 3,0,3
(x41)(x 2) (x- 3) x(x+3)
Mnozenie i dzielenie ulamkéw algebralcznych
133 a) %« R |0} b)’clx R - |0 c)lxrR (-1, 0} d)g
.3 P Xt — [ —,XxcR-{-1
2 | ! ’ X I X
SR 133 0 wer 01 ) xcr-[2072
3 x(x 2}

1.34.

1.35

1.36.

137,

138,

139,

140,

- _Oﬁmwiea‘.n do zaday;

- e iy
ax £
2 xeR-{2) b) cxer-] 230

) 20-3 22
x-1 L
x-1 -{-9,-1,9

i l b9 2'”“ 224
2%+ 4 s
T xeR-{-1,1) f) — 22

J - Goa)ay ¥ R[4
1
Lyer-{101 b1, (- =

alzfxr [ I b1, xenRr [-2,0,2) c)-;,nr.:R—[J,—l,'l]

R |11 2 xeR-| :

dorxeR-[ L1 e 2xcR- (3 2,2) I}~i,x'R {-1,1,5)
X’|5X|a XI

AT R 13 21,2 —

'I) X' -4 : l b) x—s'x‘ -3 2
3+ 13x 112 1 11 -
TR J] 12,-1, ,-'. it S I
2 1 3x 1 22| Sx -2 "5
8x+8 j 11,1 X5
s, xeR-1-2,-= -2 ) X e 21

) it IR B e S LU "5

xeR-|-5-3,-1,1 b) = f i l

)L . bob) S xer- {5, V2,42)

ax -4
L M (3237 @220 yop ]t
X Ax | '
X 5x-5 8x+1

) S X e R3] ) S xR (0,2)

O e ORI DTSR oy
A , 1 I’ - 5x - 1

a) ;;'vx‘ R- ’ID} b)l_o')‘l Ro10) 9 pre) o1
. 12

) xR0, o) xcR-{1,0) fx SxcR 166
x-1 x

.115,;“:: 10,3} b)7x B xcR |22 ‘)L'?'*"’ 5.5
. 2%+ 10

']
) Poxen (o g BB L ]
X13 I3 2"
Sx -1
)2 xR (0,4)
X
2x-4 2= ’

e Y R T LI B!
x 41 X #5x 15
25%-5 1 319 |11,

c , XER-{-3,—, d VT e e

)Zx—ﬁ xn{asa} )20,,,10 | 227
2%+5 1] ! *7“6 St =

g 205 s 2+ cRo L Lo S

2 wen-faaba) 02 (o
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Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 3. Zakres podstnwowﬂ

1
L1 X+3 ycR-{-8-3-11 b =.xeR-{-6075)
© Va2’ X
Ix-14
93 xer-f15 9 ,xeR-(-5-2)
2
1 1 ¥ +x+2
e)Zx-3.xeR-]!—15.l,15} f) T"‘ER‘{“S,J,Z}
Dziatania na utamkach algebraicznych
4x+23
122, 3) X223 ccR-(-1,0) b) o xeR-04)
2% -3
£ +2 1
92 ver-to) d); l,xeﬂ—{—l,ﬁ}
g X +
20-2x
e)iz,ngf:—i-Zl ) =F . xeR-{53,0)
X+
1 | 1} -x" +3x+10
143. 3) P~ ,XER—-‘O,E_ b) : ,x€R-{2,5)
X =X
-2 ] 1 [151]
R-1—1 d , xeR-{1,2=
J 5x—5" ¥R 3 ) X =2x+1 1 2]
- 1_
e) 7;‘3,)(»5’?—:0,2: f)—%z—x,xeR—{—S,—?_,—l,l}
¥ o
1 2-g
144. 3) ,0=R-|-1,01) b)l,aeﬂ—{-z,-—,o} ) ——.aeR-{-20
1-0° 2 2
- -4 +1
A28 ser-(303 &322 scr-[0) )22 oer-{o)
0+3 20
1 ( ) 2-a
145. 3 — ,0=R-{-1,0,1] b) —,aeR-{-1,0,2]
a+1 \ 2
c);—l,aen-:~2,o,1,z; d)20+6,0eR-{-3,0)
a
2; _ 5
e)a a Glaeﬁ'{—zf—l,li f)l,aER—{—l,f—,o}
20+2 3 14
146. 3) 2,0 R-[-3,2-1 b) 2> gep-[25)
2 4
4 1
C)G_I.GER—{—LI,S} d) 5,0cR-{-1,0,1,3)
= a
Réwnania wymierne
1
157 a)x =-2  b)réwnanie sprzeczne ¢ )HEJ2},31 d)xe 0,2 e x=2
1“2 3

f)x=-2

Odpowiedzi do zadai

158 )X € (4.4 B xe{2-1 qJx=1 dxe {-3,-1)
fxel{23

){L@ﬂ} b)xe{_l,l;@i@ .
2

1.59: 2 2 f e x:s

d) XE{—\[S_,—JE, \Enfg} e) réwnanie sprzeczne  f) x=132

160, 3)x € {4 4} b)x=3 ¢ réwnanie sprzeczne dxecr- {2}
1
gref23) fx=-1z
1 . .
161. 3) x:-zz b)x=2 c) rownanie sprzeczne  d) x ¢ (o, 1 ¢ xejl 13}
"4
fyx e {0, 5}

7 ,
162 3 x==1— b)x =2 ) réwnanie sprzeczne d) xel1,1L
11 11
gxef-20 f xe{%a,l}
[

3
163. a) Xel—lzj} b)x=-1 cjx=5 d) réwnanie sprzeczne

gx=-2 f) xe{—Zﬁ,Z\E}
-11 -1 2
166, 3 xe{?ﬁ} b) xe{;a} Jxei32 o xe{g,l}
e) xe{l,d%} f) xe{—l-\/'::,o,—l-h/g}
Zadania tekstowe prowadzace do réwnan wymiernych
165,

L66.

Bl Nlw

L67. V=52 km/h
L68. 20 dni

L83 w pierwszym 20 zaston, w drugim 12 zaston
1.70.

1 .
€ze 240 stotkdw, a planowany czas na ich wykonanie to gx dni.

60 dni; wskozowka: Niech X, gdzie x € N, oznacza liczbg dni potrzebnych na wyko-
nanie zaméwienia. Wéwczas po uprawnieniu produkcji pozostato do zrobienia jesz-
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Matematyka. Zbisr zadai. Klasa 3. Zakres podstawowy

1.71. Praca miala by¢ wykonana w ciggu 40 dni. Dziennie przekraczano plan o 259,
1.72. pierwszy w 2 dni, drugi w 3 dni, trzeci w 6 dni '
1.73. 20 godzin, 30 godzin
1.74. ojciec 15 dni, syn 60 dni
1.75. 480kg
1.76. kran A - 6 minut, kran B — 12 minut
1.77. Drugi kran napetnia pusty zbiornik w ciggu 3 godzin, pierwszy kran Opréznia pey,
zbiornik w czasie 4 godzin. pelny
1.78. 50 godzin, 40 godzin
1.79. a)45km/h,S0km/h b)4h
1.80. 12 km/h, 15 km/h
Funkcja homograficzna
- 2
1.81. l.a) u=[3,0] b) f(x)=E D=R-{3},ZW=R-{0} d)funkejafnie
ma miejsc zerowych  e) x € (—=, 3)
o) u=[0,-1] b)a(x)=>-1 JD=R-{0,ZW=R—{-1} d)2
x
e) x e (= 0u(2 +y,)
M.a) u=[-21] b) h(x]:% Fl ) D=R-{=2},ZW=R- {1} d)
X
e) x e (-4,-2)
N 2
W.o) 0=[23] b p(x)==543 )L =R-(2,ZW=R-{3) 1%
X—
(-1
4 14,2]
e) x E[ 32
1.82. a) [(x):_—4+2 b)o=R-{0},ZW=R-{2) g1 d) -243
X
1.83. 3) g(x)=——=-4,0=R-{2] b)(2-4) o (2—,0), (o,—s-}
1.84. a) h(x)= 14 i3 b)D=R-{-4},zw=R-{3} Jtak d) (3,9 (5 2)
X+
1.85. a) g(x)= —X_l, xeR-{2} b) (O,EJ
x-2 2
186. a)a=-5 u=[-11] ba=2 u=[-23] Ja=-3 v=[1-2] d)a =16

v=[-2,-5]

1

Odpowiedzi do zaday

4 ; g
o f(x):.——x_a +1, gdzie x € R - {4} funkcja f jest funkcja homograficzng
nLa(¥) =2 gdzle x € R —{-2}; funkcja g nie jest funkcja homograficzng
1 .
St dzie —[-21. 2 . .
1. h(x)= xt2 +1, gdzie x € R — { 2}; funkdja h jest funkeja homograficzng

158, JD=R- (-2}, ZW = R - {0}; funkeja jest malejgca w przedziatach: (==, -2)

(2 =) b)D=1- {0} 2w = n - {2}; funkeja jest rosnjca w przedziatach:
(<=9}, (0 +) ) D=R-{1},Zw=R- {1}; funkeja jest malejaca w przedzia-
tach: (<, 1), (1, +x) d)D=R- (-4}, zw =R - {1}; funkcja jest rosnaca w prze-
dziatach: (—2, -4), (-4, +<0).
-130

189. 3) —— b) V3

190, b=11, f(X)=x+4 +2

o1 a)b=1¢=3 b)xe (-4

192 3a=-4, b=3 ¢ (—°°r3)u<—2%,+-n]

193, 3a=3,b=8 b)xe{-73}

194, b} (2.-2), [_3’%1J

195. a)(-2,-4), (0,0), (1,-1)
Test sprawdzajacy do rozdziatu 1.

b) (2.4). (-3,-1)

2[3fals]e]7]89 w0

[Numerzadania 1
aAls|s|c|c|o|als|s

| odpowieds [

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 1.

1 2
1, a);,xen-{o,z} b)xz7,xeR—{O,1,4}

-1 -1
. a) XE{_Z—'?} b) x=0 c) X =2 d) xe{?,l} e) rownanie sprzeczne

fxe{1,23)
b)ja=-5b=1c=2

B ao=R-{1},zw=R-{2} 9 1%

d) (<o,-1)U (11 40
| Hnfie)

K 3)b-10c=-3 b) |£(-m)|+f(r)<0 ¢ tak

115
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4 Jakves """‘f“\\’an
“hior zadan Klasa
Matematyka- 4

o (oonufory)

17, 3,-5,-9
19. 3
200 1

22 wlggu 8dni

23 wiggu 11 dni
24, A godziny

25 63km/h, 54 km/h

2. Ciagl

Okreslenle clqgu. Sposoby opisywanla clygow

2.1, .1) a 2,0, -lay 4,00 13,0 20
b) o, 50, 60,2 : a, 1,01

()n. La, - 6,0, 5 a0 32,05 1%
23 a)o, a0 ba, Jos d) oy, 04
24, a)ay b)be ey d) oy, d
25 a)oy,a Ia) ay, a0 <) wazystkle wyrazy elggu o numerach wigkszych od 5: o,
0y, 0, .
26, a) by, by, by, by, b, b, by b) by, by, by, by, by
2.0 .l) tak, 0y, = 2 b) daiewigd wyrazow
28, o) liceba 4 nie jest wyrazem clagu (d)
' A3 24

na czynnikl i skroc atamek,
i

.
2.9 Roztoz licznik ulamka

2000 a)ay - 0,001 ba, 0,00 Va2 Qayoag Ve ay o 20

21 Najplerw wyznacs warystkie wytazy clagu (b,), ktore sy llezbami natu
ralnymi.
n 3 Ak Y Ok 9 y
213, 0)a, a0 d l 2 Bk,
e T L R \ b) @,y n' e 3nt 31 ay

Ay 20K 5AK 30k B ()a,, o na, Ak oAk o, o OkT 18k B

210 a)a, 3 b)a, (1) oa nel
"o

J00 a)a, ) Wa, 0o

Odpowiedzi do sailan

200 a) by o b) by A0 b, 11 Wb,
) )

1 | )
218, ) a, b) a, = aymny 0a - "

n (2n--1) nmel o n' il

200, a) by = 20 1y weor rekurencyjny: I

I"m b2, Jedlin -1
b, =9

b) b, -~ 3" wedr rekurencyjny: |

- ‘-h,,, Jedlin -1

c, =2

I

2,20, .n)}(m L) CR

1o
s edlin ]r,”, G, hn, jeslin 1

"

220 dyon
Monotonicznodé clggow

200, .|) rosnqgey |l) malefgey () rosngey — d) nle Jost monotonlczny — ¢) nlemalejgcy
I) nleroshgey
2.2% ) malefgey b) staly ¢} nlemalefacy — d) rosngey

1
220 ) npea, oo LS 05 gdee n o Nod) npea, 5 pdede ne N
n

2,28, .|)n|v]nulnmnnlunlunv h)nluuwlumunlnnluny ¢) Jestrosngey — d) jest ma
lelacy

2.29. a)malefacy  b)rosnaey <) malejacy  d) nie jest monotoniczny e} nie jest mo
notonlczny 1) nlemalejacy

230, a, 0

2310 np.oa,
232, wpea, (1)

Clgg arytmetyczny

[, 2
A3, Yo

! by 2 <) o |

234, b) malefacy  ¢) 79

\ 3
235 a)ag - A, e 14, ay, 5 b) a, 2n 1o s

236, b) b, 4n 1 2, gdelen ¢ N,
237 7,10, 13, 16, 19
28, szesnascle

290 ceternadele
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2.40.

241

2.42.

2.44.

2.45.
2.46.

2.47.

2.48.

249.

Zbi dan lasa 3. Zalres P(’ASMW()W
b(dl’ zada K Ay it ]
Matgmaf‘ljka.i o W=

(=5
a)a.:lO.r=_§ bo=-3r=2 Qlo=3r =3 b (a1 = 21,7 -y
d) (01:2.r=7)'“b(°‘:'93":7)

130
a) 174 b) 257 J . o) iacli b
(= -2lubk = 3 jesli k = -2 tociagma postac (19, 7, -5); jesli k = 3, to cigg ma -
stat (24,7,-10)
x=1,y = 22

Lx=0a,=n-1n€eN Ix=2a,=-n+9n¢&N;wskoo
x=0;0,

0 Wykat, 3
05+ a) = 203

6,8 10

o =12 b) 15 wyrazow

0, = -3; ciag ma 46 wyrazéw

Suma poczalkowvch wyraz6w ciggu arytmetycznego

2.50.
2.52.
2.53.
2.54.
2.85.
2.56.
2.57.
2.58.

2.59.
2.60.

2.61.

2,62,
2,63,
264,
2,65,
2.66.
2,67,
2,68

)3 b)28 J6 d)d6o,=n+ln>1

a) witorowko Wykat, zea,=2n =51 € N.. b)ay=-3,r=2
a) wekorowko Wykat, te@,=—2n +6,n € N, b)-114

315 b)3 9

2)2000 b)1784 ¢ 1115

a)s,=22n-2n%,n €N, b) jedenascie poczatkowych wyrazow
n=10;5,,=50

3) 8690  b) -2 030 088; 1skazowko: Pogrupuj skladniki sumy po dwa i zastosj
do kaide] grupy wzor skréconego mnozenia na roznice kwadratow,
a)15750 b)1188

3) 6700  b) 48000

a, =28, r:21
3

szeéc

siedemnascie

3)6  b)700

92,5 km

3) 110021 b)21m

15 dni

a) 12 sekund  b) 21 litréw

Ciag geometryczny

2,69,

2.70.

(s). (5,)

n

3) q, 13.(2.J b) bn;500'(-~%J” 9 c”:_j_v(ﬁl),.

B 70%'70V/1’£d1i do zadav

271 a)a;=-07 b)a -1-3

272. 3
273, a)q=4 b)qzlvth Jg=12vq-
3 3 2vq=-12 d)q=-7,9-7
2.74. cztery
19
2.75. 65
276, 2

278. ajtak b)o;=1
2.79. . rata: 3000 zi, IV. rata: 3993 z|

nel
-1
2.80. c":( 22 ;clqg(c,,) nie jest monotoniczny
201 0= (3 new
S oes\3)

2.82. (3,6,12,24)

4 16
2.83. [—3,—— ‘§,——)Iub(—3.i,—5,ﬁ} |ub(3,_5 L 7§J,
5’5 55

s’ s 5 s s 5’5 s
4 8 16
lub g - = =
555 5
284. a)by=7,9=4 b)(b1=29=-2)lb(b=2q=2)
286, x=-32
. 1 , 1.1 1 - . 3
2.87. lesli x=—§, to ciqg ma postac —15,15, fls . Jesli x = 5, to otrzymujemy ciqg
(36,12, 4).
1
2.88. ==
q 4

2.90. b) 180 dm?

4 1
291 ¢ = 1§, q= 5

292, b,=2,q=+2

Suma poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

293 2)7 b) 56(1++2)

294. 2 31(1-+3) b) =8

3125

119



LK 3 Zakres podstawowy
—piér zadan. Klasa 3 Zakres p
Vatematyka. Zoi0r =4

(PSR

296. 64
297. cztery
298 siedem

3
v §¢ 0 9, osiem wyrazow
a) 27—2—, szeéc wyrazow  b) 15,8, osi y

2.100.3) g= 2 b) szesc

2101 3) g= b) siedem
2.102. cztery nagrody; 4000 zi, 3200 zt
59
2.103. 79—
64
2.104.3)g=-3lubg =2
1 (=3, neN_;jeslig=2,t0a,=2"n e N.
4

b) jeslig=-3,to 0, =

2.105. (54, 36, 24, 16) lub (16, 24, 36, 54)
2.106. 190,5cm

2.107. cm”

136543
64

- 2557,

2108. 2) 155(2-+2) em b) == cm’

Cigg arytmetyczny i cigg geometryczny — zadania réine

2109. (x =1,y =1)lub(x =-0,5» y =0,25)

2.110. I x =2iy = 6; wowczas ciag (1, 6, 11) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy 5, a ciag
(2,6, 18) - ciggiem geometrycznym o ilorazie 3
Il.x =501y =30; wowczas cigg (49, 30, 11) jest ciagiem arytmetycznym o rozni-

: 3
cy -19, a ciag (50, 30, 18) - ciag geometrycznym o ilorazie g

2.111. -2,3,8
2.112. q=l
3
2.113. 110
2114 32
32
2115, 3)a,=3n -1, n e N_ b)g=4

2116.3)0,=5n,n =N b)k =1;5, - 630

Odpowiedzi do zqdan

Lokaty pienigine i kredyty bankowe

2.119.
2.120.
2121
2.122.

2.123.

2124,

2.125.
2.126.

2.127.

2.128.
2.129.
2.130.
2131

a) 672021 b) 658321 20gr

2) 40787271 b) 4098,4024 ) 4196,80 ) 46292176 gr
a) 181502t b) 17583z

12 lat

3) 63123821 b)6333,852 () 6344,9344
a)31668,082t b)31815912t c)31893,05 2
) 10612,0821 b)11261,6221 «¢)12682,42 2!
10%

12%

a) 188511922t b) 18302,8421 c) 17 769,75 2t
tak

a) 660021, 5200z b) 7200 2t

a)5941,1121 b)7528,88 21

Test sprawdzajacy do rozdziatu 2.

Numerzadania | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6

L= R
> [

Odpowiedz D|A|B|D|B | C

Zadania powtdrzeniowe do rozdziatu 2.

11.
12.
14.

15.

16.
17.
18.
19.

20.

21,

22,

23,
24,
25.
26.

150
b) €a, €5, G, C7
a)a,=2n+1,neN. b)1224

a) (151,103,3§J

2 8 4
n=29
a)23wyrazy b)b,=2n-10,n €N,
3)ais=39 b)g,=2n+9,neN.
k=8

1 n-1
a)x=5 b) an=108-[§] ,neN, k=7
Na gornej potce stoi 6 ksigzek, a na dolnej stojq 24 ksigzki.

o LB) o mes
16 1024
a,=2,0; =10, a3 = 50, as = 250, as = 1250
q = 2; 9 wyrazow
a)384 b)364
a)k=4 b)g=3
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Odpowiedzi do zaday 125

[y i Klasa 3. £Za res podsta\vo y
122 Mattmatyka. Zbior ,ﬂdﬂr\ sa 3. Zi k -y ]

3.9, Wszystkich liczb jest 18. Wérod nich 10 liczb jest podzielnych przez 3

25, ook 15% ) maclawielkos'c'zysku w pierwszym miesigcu, Zauwai,ieti
wskazowka Nnechlzl_g o i 11:0,12)) przedstawiajqcy wielkosci rZECIVWisty‘;h [
(a2 +q,111. L+ c’zegln;INVCh miesigcach catego roku Jgst ciggiem arytmetyc,. ( i —
2yskow ﬁrmv w p°_5115 62, W drugim przypadku otrzymujemy cigg geul‘l‘len-v‘-_mZ ’ 2 3
nym. Wov;clla;%i’l' 1,'1_11)‘ WGwczas suma wszystkich zyskow w ciagu calego o, /I\ /I\ /‘\
!(;Ilat;.:gwéa wl/P.rZ’vb"ie"i” 21,3847.. " 0 2 3 0 1 3 0 1 2
29, 17308422 | /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
0. % 230302130301120201
I 310. a) 72liczby  b) 32 liczby
[ 3,11, 1515 punktéw
il 312. a)306liczb b) 82licaby  c) 595 liczb
3. Kombinatoryka [ 313. 24 pary
Regula mnoienia i reguia dodawania | 3.4, 3)nal0 sposobow b) na 11 sposabéw ¢) na 12 sposobow
3.15. a)na9sposobéw  b) na 19 sposobow ¢) na 16 sposobow
31, Nal2sposobow ] | 3.16. na 440 sposobéw
e P 6 V 3.17. a)na 216 sposobow  b) na 282 sposoby
A AEAF AG | 3.18. a) na61sposobéw  b) na 29 sposobéw
8 BE CBF 86 319. a)51motliwosci  b) 102 mozliwosci
¢ & ¢ € ‘ 320. 344 )90 35 d)76
D | DE OF DG 321 2)2 b)34
- ' 322. a)17 b)8g
32 77X ‘ 3.23. a)65 b)70
—/ N ' 324, 225
: z H P 325, 8)891 b)171
A\\ %\\ / /\ 3.26. 3)873 b)252
67896789678367 829 327 a)18 b)14
13 sliab 328. 2)24 b)12
34, 18liczb i 329. 9
35 3)18lcsb b)126sb o) 10 ez 330. 2)60 )32 | ¢)€3 (d)30
36, 3)15licsb b)S0licsb ) 26 liczb Wariacje
37 :’;’;Ilc\lgll:(clzzahccr:bjest 25. Cyfra dziesiatek jest mniejsza od cyfry jednosci w dziesigciu 331 9°=729
38. Wszvstkl:hIricizbijesilljwks'rddinichtrzyIiclbysapodzielneprzez4. i;j :)42000 b) 10 000
|6 7 8| 9 334, 81
6 X 67 e 6 ‘ 335, 4
7% x s g9 336, a)55 b)4.5°
8 8% | 87 7}” 89 3.37. na 12 sposobéw
9 9% 79777_\93_***)(' ] 3.38. 8.7-6,czyli336

D — = by
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344,
345
3.46.
347

348.
3.49.

3.50.
351,
352,
3.53.
3.5,
3.55.
3.56.
3.57

3.58.
3.59.
3.60.

. a) na 7776 sposobow b)na720s

atematuka. Zbior zadan. Klasa 3 Zakres podstawowy
Matematy

9.8 7="504
260 b)d4:4:3=48
a) 2536 b) 5040
(7-6)7, cayli 1764
posobow
2) 16807 b) 2520
a)360 b) 1296

3) na 840 sposobow
3)531441 b) 60480
a)8° b)243 ¢)6720 d)g -7
5-10

a)320 b)328

2)60480 b)82944 ) 3000 d) 98 415
3)1647086 b)3265920 )2 d)600
480

6720

72

105

378

322 b)160

3) 154 b)2388

3) 6720 b) 12096

b) na 2401 sposobow

Permutacje

361
362

363
364

365
366
367
368

369,

370
in

312 b)72 15 d)55 €49 f)81

ajn! b)(2n+ 1) ¢)n+3 d)(2n+1)(2n +2)

e)(n+4)(3n-1)! f N
(n+1)(n+2)

na 6 sposobow

na 120 sposobdw

a) na 7! sposobéw  b) na 49 sposobow

na 8! sposobéw

3)51-51 b)2-50.5]

a) 121 b)St- 7 s

3)n2 4! 12! sposbéw  b) na (1) sposobow

3)na72sposoby  b)na24 sposoby

2) na 120 sposobéw b} na 6 sposobow ¢) na 144 sposoby ~ d) na 144 sposoby

3.72. 3) na 120 sposobéw  b) na 1920 sposobow: -
osobyvA i B stoja na dwdch pierwszych lub dwdch ostatnic
i trzecim miejscu lub na sz6stym i sisdmym miejscu itd.
c)8!-14-61=30240 d) 2520
373. a)1440 b) 2640 (=5!+3-5/+3.6));,
cyfrowa. Rozpatrz trzy przypadki:
a < (6500 000, 6 600 000), o (6 700 000, 7 000 000) oraz a > 7000 000.
374. 3)36 b)24
3.75. ) 6! +15-5,czyli 2520 b) 45!+ 8- (5I-41), czyli 1248
376. a)216 b)42
3.77. a)nad8sposobow  b) na 24 sposoby ) na 12 sposobow  d) na 8 sposobow
378. a)na2-10!sposobéw  b) na 10! sposobow  c) na 2 -10! sposobow
d) na 10 - 81 sposobéw
379. a)8! b)al-al ¢j12-6 d)2"-4
3.80. a) na 14! sposobéw  b) na 2’-7! sposobéw  c) na 7! - 71 sposobow
d) na 7! sposobow
Kombinacje
1
381 a)120 b)70 )25 d)13 e) & f) P
91 6
3 n+2
82. a) — b) —
3 ) n+1 ) 3
383 a)n=5 bjn=3
3.84. 20
3.85. 35
386 a)1 b)4 12
387. n=9
388 n=20
389. 7
390. a) {b,b,), (b6} (b}, {Bral (Ba)
b) para {b,,b,} jest liczona podwéjnie
391. 20
3.92. a) na 12 600 sposobow b) na 21 245 sposobow ¢) na 22 820 sposobow
3.93. 3) 4592 sposoby  b) 15 448 sposobow c) 13 816 sposobow
394, 3)70 b)1008 c)672 d)2254
18)(9) (18 27) (5
d -
395 a)24 b)2300 o (2 J[1J+(3 J ) [3 "
396. a)23 b)21 )22 d)42
3.97. a)120 b)34 ) 301

Odpowiedzi do zadas

Rozwaz przypadki, gdy
h miejscach, na drugim

Niech o oznacza liczbe siedmio-
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atematyka Z,hléi f",“,m,

) o THEN

395 9 [AHA,‘*[A, o

o) C
a3 b)13 104 c)20160

99.
: b) 270010 13182

3,100. 3 11154

atu 3.

4
1

klasa 3. Zakres podstawowy
A < s podstawowy

Test sprawdxajacy do rozdzi

10

Numer zadania

odpowiedi
rzeniowe do rozdziatu 3.

zadania poWlé
Jest 9 liczb podzielnych przez 3

12, Jest 10 liczb parzystych

13, a)131 b)143

14, 2)20 b)e8 53

15, 250s6b

16 )33 b)1010 ¢)347

17. a1 b)s

18 315 b)12

19. a)32 b)37 )48 b1l

20, 3)54432 b)600

21, a)na7200sposobow  b) na 720 sposobow
22.  a)na243sposoby b) na 112 sposobow

23, a)nal2sposobéw b) na 18 sposobow.

24, a)na60sposobéw  b) na 15 sposobow
d) na 27 sposobéw

4. Czworokaty

Podzial czworokatéw., Trapezoidy

4L ) 60°,80°130°, 50°  b) 487, 727, 1207, 120°

42 a) ja4|=100°, |8]= 100°, J4c|=60°

b} |14| = 1007,
43 d4cm
44 1.05m;0,5 m; 0,8 m

¢) na 105 sposobow

c) 80°, 60°, 75°, 145°

<1D| =100°; tak
8=110°, |4C| =60, |’JD| =90° nie

I1.0,8m; 0,8 m; 1,2 m

4.5.
4.6.

4.7.
4.8.

4.9.

Odpowiedzi do zadan

2,7 m

2) [AC| =4, [a0|=\3+1 b} |ac|=8V5, [8D| =645

d) |acl = 10,5, 80| =

|Bs|=5. |Ac|=o7

a) 240°; wskazowka: Punkt O jest srodkiem okrggu opisanego na tréjkacie ABC.
Oblicz miare kata ACB, nastepnie skorzystaj z wlasnosci kata érodkowego | kata wpi-

sanego w okrag, ktére s oparte na tym samym tuku. b)

c) |ac| =36, |BD| =24

23V2

4

73

3

a) |AB| =|AD| = 4v2, [BC| =|cD|=5; wskazéwka: Wykaz, ze |BAD|=90°.

b) |8|=|<D| = 82°,

ac|=106°

4.10. 120°; wskazéwka: Skorzystaj dwukrotnie z twierdzenia cosinusow.

Trapezy

all. |«A|=52°, |B|=65° |aC|=115° |<D|=128°

4.12

4.14.

4.17.

4.18.
4.19.
4.20.
4.21.

¢|=100°, |<0|=120°

. |aA|=60°, |<B|=80°,
a) 45% |AB| =4 b)60° |AB] =9
12 cm
26cm
13 cm, 4«/5 cm,5cm, Aﬁ cm
16 cm, 21 cm

15cm  |l. podstawy:

Dwa trapezy spetniaja warunki zadania. I. podstawy: 5 cm, 14 cm; ramiona: 12 cm,

13 4
12 cm, 19— cm; ramiona: 5cm, 9— cm
17 17

422, a) 11+3/3+3J2cm  b) 5cm, J37+6V3 cm

4.23. a)h =12cm
5
4.24. -— bj12
-5 o

4.25. a) 66 cm

b) |AB| =24 cm,

c)23

b) 8/10cm ) 0,8

4.26. (S cmi29cm)lub (12 cmi22cm)

427. a)8cm b)15cm

4.28. 12cm

429. a)x=4 b)x=55 ¢ x=2
4.30. 10,5cm

4.31. 10cm lub 7,5 cm

4.32, a) 21cm,9cm
433, h=5cm

BC|=20cm, |DC| =3 cm

d) x =28

b) 10 cm; Odcinek taczacy $rodki ramion ma dtugos¢ 15 cm.
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a. Zbior zadan klasa 3. Zakres podstawowy

S o Odpowiedzi do zadak

Matematyk

129
a Niech /48] =, [DC| = b, 0~ b. Poprowadz wysokosc CF tego trapey, 4.63. 10cm, 17 cm
4.34. ! i .
| a-b I8c| = axb 4.64. 025%
Zauwat, ze ECF!=’_2'" [ r
. . . | . |DB|=4, |AC|=2+2V3
T Uzasadnij, ze czworokat EBLK jest rownoleglobokiem i wyznac;z dlugos. 4.65 | | | \
2> jego bokow w Laleznosci od diugosci podstaw trapezu. Nastepnie wykaz, ze troj- 4.66. |AB|=|DC|= 843, |AD|=|BC| =12

kat AEK Jest rownoboczny.
436. |AB|=20,|pC/ =8 1 467. 3J3cm, 53 cm,
4.37. 15“1\/1'0 cm | ) g edni 4.68. 2632 em

Wykaz, ze punkty M i N dziela przekatne odpowiednio AC i 8D na po- 11 V130

4.38. lowy. Nastepnie skorzysta) 7 twierdzenia o odcinku faczacym érodki bokow w tréj- 4.69. a) % b) 214 <) -

kacie.
439, 13cm, 7cm; Skorzystaj z poprzedniego zadania. 4.70. 5(\/5 + \/5); wekazowka Skorzystaj z twierdzenia sinusow w tréjkacie rozwarto-
440. a)14cm, 7cm; Skorzystaj z podobienstwa odpowiednich trojkatow. katnym o katach 45°,120° i 15° i oblicz dlugo$¢ diuiszego boku réwnolegloboku.

106 N .

v 85 cm, 106 cm 4.71. a) h, = 4\6, h, = 4+443 (bo h, > 8); wekazowko Skorzystaj z twierdzenia sinu-

4.41. 2 2 em, 9i cm s6w, a nastepnie z twierdzenia cosinuséw w trojkacie DEF.  b) 8, 4(\/3 + Ji)
T Tnn

443, |AB| =50 cm; Zauwaz, ze trojkaty ADC i ACB s3 podobne. podobierstwo. Czworokaty podobne

4.44. [DC[=9cm 475. a)tak b)tak cjnie d)tak e)nie f) nie

Réwnolegloboki 476. a)nie  b) tak G &
2 10 2
445, 71,109 477. a) k:s b) k:T c) k=;2— d) k=45
446, 537,127,537 127°
4.47. 54°,126°, 547, 126° 478. a) k=08 b) k:%
4.48. 60°,120°, 607, 120° 1
449. a) ‘2*2\‘2]cm b) 6 cm 4.79. 102
T+
4.50. a) V2 b) 4242 3 4
451 35cm 4.80. a)tak, k=3 b) nie  c) tak, k=3 d) tak, k =2
4.52,
4.53 ézf’"'hm 4.81. 30cm,75cm,15¢cm, 45 cm
.53, 60cem, 11 cm 4.82. a) 0 80% b) 015% c) 062,5%
o f~
454 1433443 483, 12cm
— _ 4.84. 10,5cm
455, Obw"wl"z"q"h’”) 485 10cm
4.56. )5 b) Obw =65 486. 1:8(lub8:1)
4.57. 15cm, 20 cm: ' ) N st .
slukamychc,m' Skorzystaj z podobienstwa odpowiednich tréjkatow pro 487 k= 3\2/5
4.58.

a) 16 ¢cm b) 4y2-3 g 4\’,2ﬁk£ o
459 413, 613

4.60 }1,5\6
4.61
4.62

4.88. a)acm b)12cm

Test sprawdzajacy do rozdziatu 4.

18 cm, 80 ¢m
a) rownoleglobok b)

prostokat ) romb  d) kwadrat



dai. Klasa 3. Zakres podstawowy

130 Matematyka. Zbior 28
Zadania powtorzeniowe do rozdzialu 4.
11, 646, 643
12. 37
3. 25,405

14.  16cm

15. | diugos¢ przekatnej: 6 cm, dtugos¢ boku: Y97 em L. dlugos¢ przekatnej;

10 cm, dtugos¢ boku: \@ cm

6. 12
17.  |AC|=13cm,[BD| =195 cm
18. h=12cm

19. 6cm,8cm
20.  podstawy: 17 cm, 49 cm; ramig: 34 cm
21. 8cm,15cm

5. Geometria ptaska — pole czworokata

Pole prostokata. Pole kwadratu

51 4cm’
52 g1i2(ub2:1) b) 2 [wp 23
2+43 | 2 )
53. 36cm’
54. 4cm,5cm
55. 30°
5.6. 90cm’
5.7. i
9

5.8. a)144m’ b)6,88m
59. 11 cml; wskazow
tych tréjkatow.

SV SRR
51032 cm’; wskozowka: Py, = Pasco — 2Py, |ES| = |DS| = 5. Aby wyznaczy¢ |AE],

Ci
0 dz ien i i f P S 2
EiePEf?;a Z promien ES i wysokos¢ EG | zastosuj twierdzenie Pitagorasa w trojka-

ka- Skorzystaj z podobieristwa trojkatow AED i EBF. Oblicz pola

Pole réwnolegloboku, Pole rombu

511 2)39em?  b) 3942 ¢m? ¢) 3943 em?

512, a) b, = =22 2
a) h, 6Iubh2_23 b) h,=6= Jh,=6

5.13. 42cm?

5.14.

5.15.

5.16.
5.17.

5.18.

5.19.
5.20.

5.21.
5.22.

5.23.

5.24.

5.25.

Odpowiedzi do zadan

2
3633 em?; wskazowko Zauwai, ze jedna w

2|0E|, a druga 2|OF|. Nastepnie uzasadnij,
ny 60°.

ysokos¢ réwnolegtoboku jest rowna
ze kat ostry réwnolegloboku jest row-

60 cm?; wskazowka: Utz uklad réwnar z niewiadom
mi bokéw réwnolegloboku. Zastosuj dwukrotnie
dla dwdch réznych podstaw.

ymiaib, gdzie g, b s diugoscia-
wzér na pole réwnolegtoboku

10cm, 3 cm
30°
a) 204 cm?; wskazowka: Oblicz pole tréjkata ACD. b) . 0,73
V8593
P =336 cm?, Obw = 100 cm
413, 6V13
ath
28 cm?
1
2)2dm;48dm b)104dm 12 dm d) 22
13 169
1 12
a) h=o b) 11—, 1=
13 13 13

a)3 b) 35

Pole trapezu

5.26.

5.27.

5.28.

5.29.
5.30.

5.31.
5.32.
5.33.
5.34.

5.36.
5.37.
5.38.
5.39.

a)48cm’ b)450cm? ) 102em®  d) 140 cm?
2 1

a)3,5cm;85cm  b) 65 cm; 55 cm

21(V3-1) em?

27(\/5 +3) cm?

a) |<A|=|«8|= 45, b) |AB| =27 cm, |DC| =9 em

<(|=|«D|=135°

10843 cm?

56 cm?

50 cm?

a)18cm,10cm  b) 42 cm?

a) 28 b)% ENS

2em,2cm,2cm, 4cm
99 cm?

22cm,8cm

3a)2:3 b)62,5cm?
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(=Y

i

o

. i Klasa 3. Zakres podstawowy
Matematgka. Zbior zadan

2
1 2 ¢80
540 3) 171 b) 1“3 )

b 2
? 2 2
54l 3cm’,6cm ,6cm’, 12em

Pole czworokata = zadania rozne

542 315 b4 ¢ 353 d)30
543. 3)45cm’ b) 45y3 e’
saa. 3)30° b)60° ¢ 45° d) 90°

5.45. 3)6cm, 2¢cm b) 4 cm, 4 cm; P=8V2 am’

546, g)h=10cm b) °—;5:7,5 cm; P=112,5 cm’

547, 1693 cm’
549. 3)5:7 b)3:13

5.50. 60 albo 26%, albo 15; Wykonaj odpowiednie rysunki, poprowad;

wspolne wysokosci dla dwach par trojkatow. Nastepnie skorzystaj z wlasnogci- Sto-
sunek pol trojkqtow majqcych wspolng wysokos¢ jest réwny stosunkowi diugosci
podstaw, na ktare ta wysokos¢ zostafa paprowadzona.

551. a)272cm  b) 4800 cm’

5.52. Skorzystaj z wlasnosci pol trojkatow podobnych.

2

5.53. 3)455 b 15::E c)84

554 16Y3 cm’; Skorzystaj z twierdzenia cosinusow dla kata 60° i oblicz |AC].

5.55. P=56(1+3); Zauwaz, ze P, =P,.. Z podobierstwa tréjkatow ABC

| DECwynika, i€ P, .. = 4P, Zatem Pqy, = 7P,,. Aby obliczyé pole trojkata OEF,
skorzystaj 2 twierdzenia sinuséw i oblicz |DF|, nastepnie oblicz |DE| z twierdzenia
cosinusow dla kata 45° [yb kata 30°.

Pola figur podobnych
556. P =3¢m,
587 P =153 )

P=75¢m’
P=68cm’
1

558 a) k=12
a) 15 b) k=11 k=08 d)k:1§

3
559. 3o 4329 9
) 4/0 b)o36% (o 6ay d) 0 ok. 49%

a)n:Zcm,y:ch b) 96%
6L 3) k=23 b) 60,3

13 b1
3 27(",,12”“

Odpowredzi do zaday

133

Mapa. Skala mapy

5.64.
S.65.
5.66.
5.67.
5.68.
5.69.
5.70.
5.71.

34,9cm

200 km

a)1:400 b)1:200
3)1:50 b)2cm,3cem
5cm?

3ha

1240 km’

3,5 cm?

Test sprawdzajacy do rozdziatu 5.

Numer zadania 1 2

Odpowiedz B D

Zadania powtdrzeniowe do rozdziatu 5.

11

12

13.
14,
15.

16.
17.
18.
19,
20.
21,
22.
23,

25.

P =20
a) 3 b) =@
8 4

W2-2, a2+ 2

a)5  b) 10, 10V2, miara kata miedzy przekatnymi: 45°

P= 1_12\/3 em?; wskazéwka Oblicz cosinus kata rozwartego réwnolegtoboku, a na-
stgpnie sinus tego kata,

a)10cm b)96cm ) 16cm, 12 em

240 cm?

25 cm?, 40 cm?, 40 em?, 64 ¢m?

15¢cm

84 cm?

30 cm?

10 cm, 10 cm; najwieksze pole: 25v2 cm?

wskazowka: Niech P oznacza pole tréjkata DPM. Uzasadnij, ze Ppep =P, P,y = 2P,
Page = Ppgc = 4P.

P = 4S; wskozowka: Niech P oznacza punkt przecigcia prostych AD i BC. Wowczas
|<1APB|=90° 0raz Pyyep =Pygp —Ppep. Oblicz cosinus kata ADC, nastepnie cosinus
kata CDP i dlugosci bokéw tréjkata DCP.
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134 __ Mater
6 Geometriaanalityczna

pé!rzednych. podziat od
2

L6 do(-29 9 ong,aj

1 3] A

35,17 d)B(Z 3+31

2%

cinka
Wektor W ukiadzie ws

61, 2)0(120) b) O(
62 a8(2-4) b) 8(-1.5) o8

63 a)A(3 -6 h)AL%,z\E]

4. a)tak b)nie
0 Bym=vZvm=-2 c)ma{-ﬁ,o,ﬁ}

b)z-u= [s,z];2J1_7 d3v=[-9,12);15

65. ajm=
6.6. a).}.L\;:[Al,O];l
) Ju-v+2i=[20,-10):26

67 (-16).(15).(34)
68. a)B(1,4) b)B(-4,-8)

69 3)(-61).(2-5 b LJ%J%}, k-Sé. -é] L*Z%- *3%} {*é ‘%]
610. a)P(8,-5) b) Pl‘sé, 4]
6.11. Ml—lz,

6.12. €(7.1),0(4,8)
6.13. P(-12,-1) lub P(8,-5), lub P(5, 7)

614. a) |aD| =85, [8|= V135, [cF[=10 b) SLL%] o) 2J10+35+5

6.15. A(-2,0), B(10,-4), C(2, 6); wsazo,
Uzasadnij, ze punkt M jest réwniez érodkiem srodkowej AE.

Proste w ukladzie wspotrzednych

616 aly =27 b)y=1xs
3

617 a)3x-4y-a42-¢ b)-2x+y-17=0

618. ajy=-2x+4 b) y:_l,(,S
7

6.19 a}xi,ay 1=0

3 )2x+5y+15
6.20. 3) 60> b)150° 0

90  d)oe

vko' Niech punkt M bedzie srodkiem odcinka DF.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

6.27.

6.28.

Odleglo$é punktu od prostej. Odlegtos¢ migdzy dwiema prostymi réwnoleglymi

6.29.

6.30.

6.31.

6.32.

6.33.

6.35.
6.36.
6.37.
6.38.

6.39.

6.40.

6.41.

Odpowiedzi do zadan

a)tga=-2 b) tga =2

a) y=—x+— b)y =-6x+5

a3 +y+5=0 b) x+y-1-v2=0 ¢ y-V5-1=0 d)x+1=0

11,13)
5 5
14

a)np. 7x+2y—-5=0,8x -5y +4=0,x -7y +9=0 b) [— —]
3

3 7 11
npy=-1 y=——x+— b)|—, -
a) p-¥ b ZX 4 )(6 1]

1

a)o(1,-4) b) D[GE, Azﬂ
(3.2

a)C=12lubC=2 b)C=-68lubC=82 ¢)C=7
d) C=7-5V7 lub C=7+5J7

a)o=9luba=05 bja=475 cja=32= luba——zz%

1
a)9 b4 o d)zg
) €

d)a=26luba=-16,5

a)a=9luba=-11 b)a:—l luba=22
2 6

b) 8 9% gl
3 15
l:8x —15y + 89 =0lub /: 8x =15y =47 =0
a)DA|c8 b)h=1510
3x -4y +28=0Ilub3x -4y —-2=0
a) pr.AB: x +2=0,pr. BC:x +2y —2=0,pr. AC: 3x +4dy -6 =0

25

b)hA=— hg=0,8,h.=4

)
¢) nie istnieje taka liczba a d)a=8lubo=-12
2)3\2

a) h=d(A, pr.8C)=4+2 b} |8D|=2-d(B, pr.AC)= 210

h:ih_ﬂ
s

3x +2y-25=0Jub3x +2y +27=0

135
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tyka. Zbidr sadai. Klasa 3. Zakres podstawowy
Matema

pole tréjkata. Pole wielokata

642 a6 b)195
6.43. b)30

6.44. 17

6.45. 10

647, 2043

6.48. 3125
6.49. 75

6.50. 30
6.51. a)18 b)30
6.52. b)22
6.53. b)S0

6.54. 3)46,5; P =P+ Pusc b) 46

6.

w

/ 1 \
5. C(4,0)lub €[ 92,0 ‘

1
6.56. C(0, -8) lub €| 0,95

Réwnanie okregu. Wzajemne poloienie prostej i okregu
6.57. a)(x+4) +y'=1;5(-4,0),r=1 b) (x-7)*+ (v +9)*=121;5(7,-9), r =11
5 \2

q (X-EJ +[y——:_:=9; 51‘—‘ %J,I=3

\

6.58. Rownanie opisuje: a) prosta  b) okrag o srodku S(O, 3) i promieniu 3 c) parabole
d) punkt

659. a) (x+3)'+(y-2"=100 b)(x+2)*+(y-1)*=72

6.60. a) (x-1)+(y-3=10 b)(x-4)°+(y-1)*=20

661 3)(0,0)lub(2,4) b)(3,1)

662 2) (-1 + (y-3'=10 b) (4, -1), r=65

-03. 3 — ieistniejz ¢ - -4, — E—i
663 2 (-6,1),(-2,5) b)nieistnieja o (2, 4) d) (-4, 5),[15, GsJ

6.64.

a

a) styczna do okregu b) sieczna okregu ) prosta rozfaczna z okregiem
d) sieczna okregu

A =3+ (y =37 =31ub (x-3) + (y + 37 = 9

) (5" + (4 -5 =25 1ub (- 13) + (y - 13 = 169

4] (’”2)1‘*(V-2)2=4Iub(x~r10)’1—(y-10)2=100

d) (X*S)z*(y*5J2:25Iub(x+29jla (y +29)2=841

6.65.

Odpowiedzi do zadan

1Y 4y
6.66. a)(x—EJ ty' =5 b) x’i{w;] =0,64

6.67. a)k:x-9=0 b)kiy +4=0 Jkidx-3y+12-0 d)k:3x +4y —a1=0

6.68. 2)y=2x-3+25 by =20-3-2/5 b)y-x+8+4v2 luby -y +5_4y3
c)y:—3x+3+4x/1_0 luby =-3x +3-410
d)y:—x+7+3ﬁ uby =—x+7-3v2

6.69. a)y:—x+1—ﬁluby:—x+1+ﬁ b)y=x-5+3J2 luby=x-5_32
Jy=2x-8+3J5 luby=2x-8-35 d)y:%x—lluby:%x—ﬂ%

670. a)y =3x+2lby =V3x-2 b)y=—3x+3 +aluby =3+ 3 -4
B B, B
3

C)Y T'Uby=TX+5‘/§ d)y:—x+3|uby=_x—5

Zadania réine z geometrii analitycznej
6.71. wskazowko: | sposGb: Sprawd?, czy odpowiednie wektory sg réwne. Il sposéb:

Sprawdz, czy srodek przekatnej AC jest jednoczesnie srodkiem przekatnej 80.

6.72. wskozowko: | sposob: Wykaz, ze dlugosci wszystkich bokow czworokata sa jedna-
kowe. Il sposob: Wykaz, ze czworokat jest réwnolegtobokiem, ktérego przekatne s3
do siebie prostopadte.

6.73. «wwzowko: | sposéb: Wykaz, ze przekatne AC i BD majg jednakowa diugosé i dziela
sie na patowy. Il sposdb: Wykaz, ze czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem, ktore-
g0 co najmniej jeden kat wewnetrzny jest prosty.

6.74. wskozowka: | sposdb: Wykaz, ze czworokat ABCD jest rombem, ktdrego co najmniej
jeden kat wewnetrzny jest prosty. Il sposob: Wykaz, ze czworokat ABCD jest prosto-
katem, ktérego sgsiednie boki majg jednakowg dtugosc.

6.75. b) Obw=105+3410, P=52,5
6.76. a) wskazowlo: Wykaz, ze|AB| = |AD| oraz|DC| = |BC|.  b) Obw=10+4+10, P=30

6.77. b) [x-%} +(x—§) =%

678. a) (x-2)+(y+1)?=40 b)(x-2)*+(y+1)°=10

679. a) (x—4)'+(y+4)=16 b) B(4-2V3, -6), B(4+2V3, -6)
680. C(3/3+6,3), D(3V3,3) lubC(3V3+6, -3), D(343, -3)
6.81. 3x -4y +12=0Iub3x -4y -38=0

6.82. C(-5,4)lubc(35,4)

6.83. B(5,0),D(1,6)

6.84. C(31,6), (-7, 4) lub (5, -10), D(-3,-12)

6.85. (-3,7),(-4,-1),(3,-9), (4.3)
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6.86.

6.87.
6.88.

Wybrane przeksztalcenia

6.89.
6.90.
6.91.
6.92.

6.93.

6.94.

6.95.
6.96.
6.97.
6.98.

6.100.

6.101.
6.102.
6.103.
6.104.
6.105.
6.106.
6.107.
6.108.

6.109.

6.110.
6.111,
6.112.
6.113.
6.114

Ly =xl+ 2+ 4

-adan. Klasa 3. Zakres podstawowy
e

\_\_\-\

Matematyka. Zbior

3
a)A(fS,%].B(-l,S] per=10 ¢ <
¢(-2,3)lubC(2, 1)

A(1.3).8(7 3)

geometryczne W ukfadzie wspétrzednych

A, (4.9).8,(11) b))u
_g 4), 8(-1,-1), (-3, 6]

e e e b2 Ales o gy

K+(y+1)i=25

3 2x+y-5=0; d(k1)=085 b) 2x+y+9=0; d(k,1)=2y5

o) x+y+5=0; d(k.l):l,Z\fg

y = x* + 2x + 1; punkt wspolny ma wspolrzgdne (-2, 1) <o Wyznacz obraz

wierzcholka paraboli p i obraz punktu wspélnego tej paraboli z osig OY.

s(6,5).r =2

a)A,(1,4),8,(-3,2) b) Tojest rownoleglobok.

a) A(2,0), 8(-3,2), (-5, -4)

a)lix+4=0,dk/)=8 b)lx+y=0dk/)=0 cly+3=04d(k/) =6

d) 13-y -5=0,dk/)=2 e I:x-y+2=0,d(k,1)=2\2

f)1:5x + 12y + 26 =0,d(k, 1) =4

Wyznacz obraz wierzchotka paraboli p i obraz punktu

praeciecia tej paraboliz osig OY.  a) (-2, -4), (2, 4)

(-2 +(y+1P=10 b)(x-2°+(y-7)0=10

d) (x-12)"+ (y + 15)* = 10

A,(2,-4),8,(5,5),¢,(-7,-1)

2) 8(-8,-6), C(8,6), 0(8, 6)

a=2

(x5 +(y+7=1 b)(x-2)"+(y-5)7°=36

32 -3y=0 bjl:ix+y+8=0 )lSx-dy-1=0

a)l:-2x +3y =0 b):x-y+8=0 Jl-Sx +4y-1=0

3)P(-1,-4) b)p(-2,1)

ax+3=0 bjx-y-1=0

o) (x-8)7+(y+1)?2=10

b) 20

c) Sx +3y +3=0
A0(112) Ho(2-4 qof 2,42 9003,
a)A,(-9,2)

a)AI(*IﬁG’

b)x+yi-ay —1=0

b) [+ 1) ¢ (y+ 1) =1

b)x -2y +10=0

Odpowiedzi do zaday

Test sprawdzajacy do rozdziatu 6.
Numerzadania | 1 | 2 | 3 5 | 8|9 10|
Odpowied? D|[C|D ) ¢ D |
Zadania powtdrzeniowe do rozdzialu 6.
11 p(1' 4); wskazowka Punkt P to punkt przecigcia prostej k z symetralng odcinka A8
1. a)c(-37) bjP=72 -
13. (_2, a); wskazowka: Ortocentrum to punkt przecigcia sie wysokoéci trojkata lub ich
przediuzen.
14.  x -3y + 8 = 0; wskozowko Szukana prosta przechodzi przez punkt A oraz przez
punkt wspdiny prostych k i / (ortocentrum trojkata).
15. (" + 2)Z + (y - 2)z = 65; wskozowka: Srodek tego okregu jest punktem wspolnym
symetralnych bokéw tréjkata ABC.
16. b)P=39
7. a)0(-5.4) JA\(-5,0),8,(-1,-2), ¢,(1,2), 0,(-3,9)
18 B8(1-1),¢(-2, 33-1) b ¢(-2, -1-33)
19. Al[di, 22)
5 5
20 (x-3)F+(y-1)?=25
21 a) A(-9,4), B(-5,-4),¢(3,0),D(-5,8) ¢)72
22. b)5x+12y-65=0
1 h g 1 1
23. =-=x+5-orazy=-=x-9-
y 2 2 Y 2 2
20, C(-5,8)lub C(-3,6)
25, B8(2,0),0(-2,4)
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